U dosadasnjem tekstu izloZeni su neophodni jezicki elementi pomocu kojih se mogu
opisati proizvoljni postupci izracunavanja. Medutim, kako su sistemi i procesi koji se
modeluju racunarskim programom ¢esto veoma sloZeni, uvedeni mehanizmi grananja
i repetitivnosti nisu dovoljni za efikasnu realizaciju kompleksnih modela. Ova glava
izuCava fundamentalne pojmove racunarskih nauka - dekompoziciju i apstrakciju, po-
mocu kojih se sloZeniji problemi lakse reSavaju.

Dekompozicija sistema podrazumeva njegovu podelu na manje, jednostavnije i
nezavisne delove, koji se lakSe modeluju u odnosu na celinu. Ona se, u kontekstu pro-
gramiranja, moZe posmatrati na razli¢itim nivoima, poput sistemskog (klase i objekti),
organizacionog (biblioteke, moduli) ili funkcionalnog nivoa (korisnicki definisane
funkcije). U ovoj glavi razmatra se funkcionalna dekompozicija, koja podrazumeva
podelu sloZenijih postupaka izraCunavanja na manje procesne celine - funkcije.

Apstrakcija predstavlja pojednostavljenje sistema ili procesa, na ciljni model koji
zadrZava samo potrebne osobine, za dati kontekst primene. Funkcija predstavlja ap-
strakciju odredene funkcionalnosti. Korisnik funkcije nema potrebu da zna detalje njene
implementacije, ve¢ samo $ta ona radi i kako se poziva.

Pored funkcija, razmatrace se i organizacija programa po modulima i paketima
- organizaciona dekompozicija. Nesto kasnije, u glavi 10, izucavale se sistemska
dekompozicija, zasnovana na upotrebi korisnicki definisanih klasa.
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4.1 Korisnicke funkcije

Izlaganje zapocinje primerom koji objaS$njava potrebu uvodenja korisnickih funkcija.
Prvo se izlaze nacin definisanja funkcije, a potom ¢e biti re¢i o povratnim vrednostima,
imenovanim i opcionim parametrima i opsegu vaZenja promenljivih.

4.1.1 Definisanje funkcije

Posmatra se umetnicki svet ispunjenih pravougaonika. Slike se iscrtavaju linija po linija,
uz pomo¢ simbola ispune, poput * ili + (problem 3.5). Treba nacrtati slede¢u sliku:

* %k %
%k k%

Iznad je iscrtan pravougaonik sa stranicama od dve i tri zvezdice, sa poCetkom u
desetoj koloni. Koriste¢i moguénost funkcije print () da nastavi ispis u isfom redu
(end = ''), kao i moguénost formiranja ponavljajuceg teksta, san * txt (n - broj
ponavljanja, txt - tekst koji se ponavlja), formiran je sledeci program:

# crta pravougaonik dimenzija a T b
# koristi simbol * za tspunu pravougaonika
# gornja leva * pravougaonika u k-toj koloni tekuleg reda
a=2
b =3
k = 10
for linija in range(a):
print((k-1) * ' ', end='")

print(b * '*x')

Neka sada, usled poveéanog umetnickog zanosa, treba da se nacrta sledeca slika:

%k %k xk

+++
+++
+++
+++
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Prateci logiku prethodnog resenja, slika se moZe nacrtati uz pomo¢ tri sukcesivne
petlje for. Svaka petlja zaduZena je za iscrtavanje jednog od tri pravougaona dela tela
(glava, trup i noge):

# pravougaona umetnost, crta Glisu
koristi simbole *, [ © + za glavu, trup 7 noge
gornja leva * glave pocinje k-toj koloni tekuieg reda

R W

glava

N O P w®
I
w

= 10
for linija in range(a):
print((k-1) * ' ', end='"')
print(b * '*')

# trup
a=4
b=7
k =8

for linija in range(a):
print((k-1) * ' ', end='"')
print(b * '[")

# moge
a=4
b =3
k =10

for linija in range(a):
print((k-1) * ' ', end='"')
print(b * '+')

Kako je slika GliSe nai$la na nepodeljeno oduSevljenje kritike, autoru je ponudena
samostalna izloZba u galeriji Art. Za tu priliku treba iscrtati bar jo§ 30 umetnickih
dela koja podsecaju na GliSu. Medutim, to nije nimalo lako jer treba napraviti bar 30
programa nalik na gornji. Posto je uz veliki napor kolekcija formirana, neko iz uprave
galerije moli da se zvezdice zamene drugim, prikladnijim simbolom (vlasnik galerije je
navija€ Partizana). Sada treba proci kroz sve postojee programe i zameniti nezeljene
simbole, na mestu gde se koriste.

U navedenoj situaciji, kada treba iscrtati slicna (pravougaona) dela, koristeci se
posebnim programom za svaku sliku, uocavaju se sledeéi nedostaci:
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* slican postupak (crtanje pravougaonika razli¢itih dimenzija) ponavija se vise
puta.

* postupak iscrtavanja sloZenijih slika postaje sve kompleksniji.

* sa porastom kompleksnosti postupka, raste nepreglednost potrebnog izvornog
koda.

* oteZano je modifikovanje postojecih ili uvodenje novih mogucénosti u iscrtavanju,
jer treba intervenisati na vise razlicitih mesta.

Navedeni nedostaci uspesno se prevazilaze primenom postupaka dekompozicije
1 apstrakcije. Slika iz sveta pravougaone umetnosti sastoji se od konacnog broja
pravougaonika. Svaki pravougaonik definisan je visinom, Sirinom, simbolom ispune
i pomerajem u odnosu na pocetak reda. Niz koraka za iscrtavanje pravougaonika
navedenih osobina, moZe se smestiti u korisnicki definisanu funkciju:

# linijska grafika

def pravougaonik(a, b, sim, k):
crta pravougaonik dimenzija a T b
koristi simbol sim za ispunu pravougaonika
gornji levt simbol pravougaonika pocinje
od k-te pozicije u tekucem redu''’
for linija in range(a):
print((k-1) * ' ', end='")
print(b * sim)

# test primer crta Glisu

pravougaonik(2, 3, 'x', 10) # glava
pravougaonik(4, 7, '[', 8) # trup
pravougaonik(4, 3, '+', 10) # noge

Naredbom def, u r3, definiSe se apstraktni postupak po imenu pravougaonik, koji
iscrtava pravougaonike Zeljenih karakteristika. Iscrtavanje je parametrizovano koris¢en-
jem Cetiri promenljive kojima se definiSu visina, Sirina, simbol ispune i pocetna pozicija.
Deo programa koji poziva funkciju (r14-16) ne zna kako funkcija radi (implementacija),
ve¢ Sta radi (namena) i kako se poziva (redosled i znacenje parametara).

Deo izmedu kljucne reci def i simbola dvotacke (:), predstavlja potpis funkcije.
Potpis se sastoji od imena funkcije i liste formalnih parametara, koji se navode izmedu
zagrada. Prilikom poziva funkcije (r14-16), umesto formalnih, navode se stvarni
parametri koji odreduju kako treba iscrtati odgovarajuce pravougaonike. Umesto pojma
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stvarni parametar, Cesto se koristi pojam argument. U daljem tekstu, parametri ¢e se
odnositi na potpis funkcije, a argumenti, na vrednosti koje se navode prilikom njenog
poziva! Argumenti mogu biti i izrazi Cije se vrednosti izraCunavaju pre prosledivanja u
funkciju. Redosled argumenata pri pozivu treba da odgovara, po znacenju, redosledu
formalnih parametara iz potpisa. Nepostovanje redosleda moZe dovesti do neocekivanog
rada funkcije, ili do prekida izvrSavanja, uslovljenog pojavom semanticke greske.

Posle potpisa, sledi blok funkcije (r4-11), koji definiSe kako funkcija realizuje svoju
namenu. Neobavezni tekst, naveden izmedu trostrukih apostrofa ili navodnika (r4-8),
zove se joS 1 docstring. On predstavlja opis funkcije koji se moZe dobiti po pokretanju
programa, kada se u interaktivnom okruZenju zada komanda help (ime):

>>> help(pravougaonik)
Help on function pravougaonik in module __main__:

pravougaonik(a, b, sim, k)
crta pravougaonik dimenzija a x b
koristi simbol sim za ispunu pravougaonika
gornji levi simbol pravougaonika pocinje
od k-te pozicije u tekucem redu

Funkcija pravougaonik () moZe posluZiti za definisanje nove funkcije glisa()
koja crta Glisu na sledeci nacin:

# linijska grafika

def pravougaonik(a, b, sim, k):
# vidett prethodni listing

def glisa():
""" crta Glisu fiksnih dimenzija'''
pravougaonik(2, 3, 'x', 10) # glava
pravougaonik(4, 7, '|', 8) # telo
pravougaonik(4, 3, '+', 10) # noge

# crta Glisu
glisa()

Iz potpisa funkcije gliSa() uocava se odsustvo formalnih parametara, ali bez
obzira na ovu Cinjenicu, uvek je potrebno navesti zagrade (r6). Korisnicki definisana
funkcija moZe pozivati proizvoljan broj drugih, korisnicki definisanih funkcija, ¢ime se
postiZe veca fleksibilnost u realizaciji sloZenijih postupaka.
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Uvodenjem koncepta korisnicki definisane funkcije, prevazilaze se svi problemi
navedeni u listi sa poCetka glave:

 postupak koji se ponavlja (crtanje pravougaonika), apstrahovan je parametrizo-
vanom funkcijom — izbegnuto je ponavljanja koda, u programima koji iscrtavaju

pravougaonik.

* sloZenije slike iscrtavaju se kombinovanjem uvedenih funkcija — smanjuje se
kompleksnost programa koji crta “izraZajnije” slike.

* uvedene funkcije znacajno smanjuju nepreglednost odgovarajuceg izvornog koda.

* olaksano je modifikovanje postojeih moguénosti u iscrtavanju — azururanje se
obavlja samo na potrebnom mestu, unutar odgovarajuce funkcije, ili se kreira
nova funkcija, u slu¢aju uvodenja nove funkcionalnosti.

4.1.2 Povratne vrednosti

Funkcija u Pajtonu vrada rezultat svoga rada putem objekta odredenog tipa, koji se
formira u funkciji, u toku njenog izvrSavanja. Rezultat rada funkcije oznacava se
jos i kao povratna vrednost. Povratna vrednost prenosi se iz funkcije u pozivajuéi
program, putem naredbe return. Naredba return zaustavija rad funkcije i prebacuje
tok izvrSavanja na mesto neposredno posle poziva:

c =1.
if km:

y
else:

y

# test

# konverter: km > milja © obrnuto
def konvertuj(x, km):
""" konvertuje kilometre u milje (km = True),
117 milje u kilometre (km = False)'''

609344

return y

print('Konverzija: km > mi')
for i in range(10):
print (10*i, 'km

x/ c # km> mt

X * c # mw > km

= ', konvertuj(10*i, 1), 'mi')

Funkcija konvertuj () transformise duzinu x u kilometrima, u odgovarajuéi
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iznos u miljama (km = True), odnosno duZinu u miljama, u kilometre (km = False).
Naredba return, iz r12, vraca rezultat (y) u pozivajuéi program - tok se prebacuje u
poziv funkcije print (), gde se vraéena vrednost koristi kao ulazni argument, za formi-
ranje ispisa (r17). Ne treba zaboraviti da funkcija zapravo vraca objektnu referencu na
novoformirani objekat, ¢ija vrednost u ovom slucaju, predstavlja odgovarajucu duZinu
u miljama:

Konverzija: km > mi

Okm= 0.0 mi

10 km = 6.2137119223733395 mi
20 km = 12.427423844746679 mi
30 km = 18.64113576712002 mi
40 km = 24.854847689493358 mi
50 km = 31.068559611866696 mi
60 km = 37.28227153424004 mi
70 km = 43.495983456613374 mi
80 km = 49.709695378986716 mi
90 km = 55.92340730136005 mi

U primeru funkcije pravougaonik (), sa pocetka ove glave, u izvornom kodu je
izostala naredba return. Kod funkcije koja ne sadrzi naredbu return, izvrSavanje
se prekida kada se izvrSi poslednja naredba u bloku funkcije, a povratna vrednost
predstavljena je specijalnim objektom sa vredno$¢u None:!

>>> a = pravougaonik(2,3,'x', 5) # nema return pa vraca None!
XXX
XXX

>>> print(a)

None

>>> type(a)

<class 'NoneType'>

Specijalna vrednost None, tipa NoneType, dodeljuje se promenljivoj ako se Zeli
naglasiti da ona, u posmatranom tenutku, ne ukazuje ni na Sta posebno. Kao $to ce se
kasnije videti, None moZe da nosi informaciju o neuspe$nom zavrSetku nekog postupka
ili o odsustvu objekta iz neke objektne kolekcije.

Funkcionalna dekompozicija koristi se kada neki sloZeni postupak treba razbiti na
manje, jednostavnije grupe aktivnosti, $to povecava Citljivost izvornog koda:

Problem 4.1 — Podniz nula u binarnom zapisu. Odrediti koji prirodan broj iz in-
tervala [n,m|, ima najduZi podniz nula u svom binarnom zapisu. Na primer, broj 269
(100001101), ima kraci najduZi podniz nula od broja 261 (100000101). n

U'Engl. None - nijedan.
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Realizacija programa podrazumeva nekoliko aktivnosti: u¢itavanje za n i m, pro-
lazak kroz sve brojeve na intervalu [n,m|, prevodenje tekuceg kandidata u binarni
zapis i izraCunavanje duZine njegovog najduzeg podniza nula, kao i memorisanje onog
kandidata koji ima maksimalan podniz nula u svom zapisu. Pocetni problem ce, zbog
kompleksnosti, biti dekomponovan na dva manja, jednostavnija potproblema. Sledeci
prikaz odnosi se na algoritam u pseudokodu:

Algoritam 4.1 — Podniz nula u binarnom zapisu.

Ulaz: n i m
Akon<=mimn>0
max_duzina + -1
ZaSvaki x iz [n, m]
d « naj_podniz(x)
Ako d > max_duzina
max_duzina + d, reSenje ¢ x

KrajAko
KrajSvaki
PrikaZi reSenje, max_duzina
Inace
PrikaZzi 'greska'
KrajAko

U algoritmu 4.1, uo€ava se postojanje nezavisne celine koja moZe biti realizo-
vana kao funkcija - naj_podniz (). Ona izraCunava duZinu najduzeg podniza nula
u binarnom zapisu prirodnog broja. Apstrahujuéi ovu funkciju,” algoritam se svodi
na pronalazenje maksimalne duZine u nizu duzina, odnosno pamdéenje odgovarajuceg
prirodnog broja koji sadrzi maksimalni podniz (videti problem 3.2). Prvo se realizuje
funkcija naj_podniz (), koja treba da vrati nulu, ako binarni zapis broja sadrzi sve
jedinice.

Prirodan broj x moZe se zapisati kao sledeéa suma:

n n
x:ZaiZi:Za,Qi—l-ao, a; €{0,1} 4.1)
i=0 i=1

Sekvenca a,a,—1...a1ag predstavlja binarni zapis broja x. Na primer, broj 17 mozZe
se predstaviti kao 1-2*40-2% +0-2240-2! +1-2° pa je njegov binarni zapis jednak
10001. Da bi se detektovao najduZi podniz nula, potrebno je izdvojiti sve koeficijente
a; iz sume (4.1). Na osnovu date jednakosti, proizilazi da je ostatak pri celobrojnom
deljenju broja x sa dva, jednak koeficijentu ag, a rezultat celobrojnog deljenja svodi
se na sumu Y7, a;2""!. O€igledno, da bi se dobio ay, potrebno je ponoviti postupak

2 Apstrahovanje se vr§i zanemarivanjem implementacije, a uzimanjem u obzir namene i potpisa funkcije.
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celobrojnog deljenja i zabeleZiti novi ostatak. Postupak se prekida kada se kao rezultat
celobrojnog deljenja dobije nula, a ostatak tada predstavlja koeficijent a,:

def naj_podniz(x):
""'yraca duzinu najduzeg podniza nula u binarnom zapisu'''
d=0 # tekuca duzZina podniza nula
maxd = O # dosad maks. duZina nekog podniza nula
prva_jedinica = True # da 17 e sledela jedinica biti prva
# posle podniza nula
while True:
# 1zdvajanje bin. cifre najmanje teZine
bin_cifra = x 7} 2
# ako je nula uveéaj duZinu tekuceg niza
if bin_cifra ==
d +=1
prva_jedinica = True
# ako je prva jedinica posle nule,
# da 17 je podniz nula dosad najduzt
elif prva_jedinica:
prva_jedinica = False
if d > maxd:
maxd = d
d =20
# priprema za sledeéu ctfru
x//=2 #z=z//2
if x ==
break

return maxd

U svrhu pronalaZenja najduZeg podniza nula, definisane su promenljive d - duZina
aktuelnog podniza, maxd - trenutna maksimalna duZina i prva_jedinica - promenljiva
koja ukazuje da li ¢e sledeca jedinica koja usledi, biti prva posle nule (r4-6). Kada se u
zapisu pojavi nula, aZurira se duZina tekuéeg podniza i priroda sledeée jedinice (r12-14).
U suprotnom, ako se u zapisu naide na jedinicu, treba zavrsiti sa obradom prethodnog
podniza, ali samo ako je ta jedinica nastupila neposredno posle nule (r17-21). Bitnu
ulogu u postupku ima logi¢ka promenljiva prva_jedinica koja nosi informaciju o
prirodi svake izdvojene jedinice. Naredba return, iz 127, vraca duZinu maksimalnog
podniza nula.
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1) Vec je istaknuto da funkcije vracaju reference na objekte koji su proizasli iz
njihovog rada. Kako se objektima moZe pristupati iskljuCivo putem reference, u
daljem tekstu ¢e se navoditi da funkcije vracaju Zeljene vrednosti.

Kako se funkcije izracunavaju na odgovarajuée vrednosti, moguce je koristiti ih
u okviru drugih, pogodnih izraza. Na primer, izraz 2 * naj_podniz(261) + 1,ima
vrednost 11. Sledi direktna implementacija algoritma 4.1 koji pronalazi prirodan broj
iz intervala, sa maksimalno dugackim podnizom nula:

Program 4.1 — Podniz nula u binarnom zapisu.

def naj_podniz(x):
# vidett prethodni listing

n = int(input('prirodan broj n: '))
int (input ('prirodan broj m >= n: '))

B
Il

if n <= m and n > O:
max_duzina = -1
for x in range(n, m+1):
d = naj_podniz(x)
if d > max_duzina:
max_duzina = d
reSenje = x
print(reSenje, 'ima podniz nula duzine', max_duzina)
else:
print('gresSka u unosu!')

Rad programa, za interval [1,33], prikazan je ispod:

prirodan broj n: 1
prirodan broj m >= n: 33
32 ima podniz nula duZine 5

Povratne vrednosti razli¢itih tipova

Iz dosada3njeg izlaganja, poznato je da se izvrSavanje funkcije prekida nailaskom
na naredbu return, ili, ako ona nije prisutna, kada programski tok naide na kraj
funkcijskog bloka. Medutim, izvrSavanje funkcije moze da se prekine na vise mesta,
pri ¢emu se u pozivajuéi program moze vratiti viSe razlicitih tipova vrednosti:
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# 2lustruje razlicite t1zlaze © povratne vrednostt
def sve_po_malo(x):

if x ==
return 5
elif x < O:
return 'negativan broj'
elif x ==
return # ovde se vraca None

# dolaskom u ovu tacku, vraéa se None

>>> sve_po_malo(-1)
'negativan broj'

>>> sve_po_malo(5)

5

>>> sve_po_malo(0)

>>>

>>> sve_po_malo(0) == None
True

>>> sve_po_malo(36) == None
True

Definisanje funkcije koja vraca reference na razliCite tipove objekata nije pre-
porucljivo, posto takva praksa otezava razumevanje izvornog koda i potencijalni je
izvor greSaka. Ipak, pored svog osnovnog tipa, funkcije Cesto vraéaju i None, da ukazu
na neadekvatne ulazne parametre, ili na nemogucnost izvrSavanja zadatka.

4.1.3 Imenovani i opcioni parametri

Posmatra se sledeéa funkcija i njeni moguéi pozivi:

# ilustruje imenovane % opcione parametre
def kaZzi_zdravo(ime, koliko, jezik='sr'):

zdravo = 'Zdravo' # podrazumevani jeztik
if jezik == 'en':
zdravo = 'Hello'

elif jezik == 'it':
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zdravo = 'Ciao'

# 1spis pozdrava
for i in range(koliko):
print(zdravo, ime)

>>> kazi_zdravo(koliko=2, jezik='it', ime='MiloS§')
Ciao Milos

Ciao Milos

>>> kazi_zdravo(koliko=2, ime='Milo$')

Zdravo Milos

Zdravo Milos

>>> kaZzi_zdravo('Milo8', 1)

Zdravo Milos

Argumenti funkcije mogu se, pri pozivu, imenovati po formalnim parametrima,
$to je ilustrovano prvim pozivom funkcije kazi_zdravo(). Imenovani parametri
omogucavaju da se, pri njihovom navodenju, ne mora postovati redosled definisan u
potpisu funkcije, Sto je ucinjeno u prvom pozivu.

Ako se pri definisanju funkcije, uz formalni parametar pojavi i znak jednakosti
(r2), onda taj parametar postaje opcioni. Opcioni parametri ne moraju se navoditi pri
pozivu funkcije, kao $to je u€injeno u drugom pozivu iz primera. Tada oni dobijaju
vrednosti koje su definisane u potpisu funkcije. Treba obratiti paznju da se opcioni
parametri iz potpisa obavezno navode posle standardnih parametara. U suprotnom,
interpreter Ce prijaviti odgovarajuéu gresku. Pri navodenju izraza za vrednost opcionog
parametra, treba imati u vidu da se vrednost opcije izracunava pri definisanju potpisa, a
ne u trenutku poziva. Poslednji poziv ne navodi imena pa se mora poStovati redosled iz
potpisa funkcije, uz kori$éenje podrazumevanog jezika ispisa.

Opcioni parametri ¢esto se koriste u praksi, a podrazumevane vrednosti pazljivo su
izabrane tako da pokrivaju najcesée situacije pri pozivu funkcije.

4.1.4 Imenski prostori. Opseg vazenja promenljivih

Promenljive predstavljaju imena za objekte. Ime se najcesée vezuje za objekat kroz
naredbu dodele vrednosti. Moguca su i druga vezivanja, poput navodenja brojaca u
petlji for, ili formalnih parametara u potpisu funkcije. Skup imena, definisanih u
programu, naziva se imenski prostor> programa. Imenski prostor realizuje se tabelom
imena u kojoj se, svakom imenu iz prostora, pridruZuje adresa imenovanog objekta u
memoriji (slika 4.1, levo).

3 Engl. Namespace.
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ugradeni builtins prostor

globalni prostor programa

Memorija lokalni prostor funkcije

Tabela imena

f 25.11
povr$ina lokalni prostor
obim unutrasnje
.\9 11.24 funkcije

ime adresa

Slika 4.1: Imenski prostori i tabela imena: imenima promenljivih pridruZuju se adrese koje
oznacavaju objekte u memoriji (levo); hijerarhija formiranih imenskih prostora u nekom trenutku
izvrSavanja. Svakom prostoru pridruZena je po jedna tabela imena (desno).

U toku izvrSavanja programa, u memoriji istovremeno postoje bar dva medusobno
odvojena imenska prostora. To omogucava da se, u okviru razlicitih delova koda,
razli¢itim objektima daju ista imena. Po pokretanju, interpreter formira imenski prostor
ugradenog builtins modula, koji sadrZi predefinisana imena poput input ili print.
Kada se program pokrene, kreira se globalni imenski prostor, a pri pozivu svake
funkcije, dodatni, lokalni imenski prostor (slika 4.1, desno). Kasnije ¢e biti reci i
o imenskim prostorima modula i klase. Veze izmedu pojedinih imena i objekata,
sacuvane u odgovarajucoj tabeli imena, imaju svoj Zivotni vek. Tabela imena ugradenog
builtins modula postoji sve dok je aktivna interpreterska sesija. Imenski prostor
programa opstaje sve dok se program ne zavrsi, a funkcije, dok traje njeno izvrSavanje.

Opseg vaZenja promenljive odnosi se na deo izvornog koda u kome se promenljiva
moZe koristiti, uz navodenje njenog imena. Pitanje Zivotnog veka, odnosno opsega
vazenja, neraskidivo je povezano sa trenutno formiranim imenskim prostorima. Inter-
preter primenjuje jednostavno pravilo za izbor tabele u kojoj ¢e se potraZiti navedeno
ime, odnosno objekat na koji ono ukazuje. Ime se prvo traZi u tabeli lokalnog prostora
(ako se na promenljivu referiSe iz funkcije), pa ako se tu ne pronade, ide se za po jedan
korak naviSe u hijerarhiji, sve dok se ne stigne do ugradenog builtins prostora (slika
4.1, desno). Ako se ime ne pronade ni u jednoj tabeli, interpreter prijavljuje gresku.

Opseg vaZenja promenljve definisane u nekoj funkciji £ () (lokalna promenljiva),
odnosi se na £ () i sve eventualne unutras$nje funkcije. Promenljive definisane u pro-
gramu (globalne promenljive), mogu se koristiti kako u programu, tako i u svim
pozivajuéim funkcijama. Sledi primer koji ilustruje prethodnu diskusiju:
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def £(Q):
b, ¢ =3, 10 # lokalni imenski prostor funkcije
print('u £, a =', a, 'b =', b)

a, b=1, 1 # globalni tmenski prostor programa
40

print('program, a =', a, 'b =', b)
print('program, c =', c) # greska!

Kada se gornji program pokrene, dobija se:

uf(, a=1b
program, a = 1 1
Traceback (most recent call last):
File "C:/programi/p4_1scope.py", line 9, in <module>
print('program, c=', c)
NameError: name 'c' is not defined

(o]
- w

Globalne promenljive a i b definisane su u imenskom prostoru programa (r5). U
funkciji £ (), definisane su lokalne promenljive b i ¢ (r2). Prilikom poziva funkcije (r6),
ispisuju se vrednosti za a i b (r3). Promenljiva a ne nalazi se u imenskom prostoru
funkcije (nije lokalna promenjiva), pa se interpreter “penje” jedan korak naviSe u
hijerarhiji, pronalazeci vrednost za a preko globalne tabele imena (=1). Sli¢no, iako
je ime b definisano u oba imenska prostora, promenljiva se tretira kao lokalna, pa se
vrednost pronalazi preko tabele u imenskom prostoru funkcije (=3).

Posle izvrSenja funkcije £ (), njen imenski prostor prestaje da postoji, pa se u r7
ispisuju vrednosti na koje ukazuju globalne promenljive a i b. Prilikom pokusaja ispisa
promenljive c (r8), interpreter prijavljuje gresku jer navedeno ime ne postoji ni u tabeli
globalnog imenskog prostora, ni u tabeli builtins modula sa predefinisanim imenima
(c ocigledno nije predefinisano ime ni za jedan objekat).

Prethodni primer pokazuje da se globalno ime (b iz r5), ukoliko se u funkciji
nade sa leve strane naredbe dodele vrednosti (12), kopira u lokalni imenski prostor, pa
sada ukazuje na novi objekat, koji reprezentuje vrednost izracunatog izraza sa desne
strane dodele. Kada se funkcija izvrsi i kontrola toka vrati u pozivajuéi program, ime
promenljive iz globalnog prostora ponovo postaje aktuelno, a promenljiva ukazuje na
stari objekat.

Tipi¢na pocetnicka greska, koja nastaje zbog nerazumevanja odnosa globalne i
lokalne promenljive, ilustrovana je u slede¢em primeru:
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def £(O:
a=a+1 # greska
print(a)

a=1 # globalna promenljiva

£O

Traceback (most recent call last):
File "C:/programi/p4_lgreska.py", line 6, in <module>
£0
File "C:/programi/p4_lgreska.py", line 2, in f
a=a+ 1 # greSka
UnboundLocalError: local variable 'a' referenced before assignment

Greska nastaj u r2, u toku izvrSavanja a = a + 1. Posto se globalno ime a po-
javljuje na levoj strani dodele vrednosti, interpreter kopira ime u lokalni imenski prostor.
Medutim, kako to ime jos ne ukazuje ni na jedan lokalni objekat, prilikom pokusaja
uvecavanja vrednosti za jedan, interpreter prijavljuje greSku. Da je, umesto a = a
+ 1, stajalob = a + 1, onda bi sve bilo u redu. Tada bi se a tretirala kao globalna
promenljiva, a novonastala lokalna promenljiva b, ukazivala bi na uve¢anu vrednost.

Parametri - opseg vazenja i mehanizam prenosenja

Formalni parametri imaju opseg vaZenja iskljucivo unutar bloka funkcije (tretiraju se
kao lokalne promenljive), a njihov Zivotni vek poklapa se sa njenim trajanjem. Stvarni
parametri prenose se u funkciju tako $to se, u njen imenski prostor, kopiraju vrednosti
objektnih referenci.* Zapravo, objekat dobija jos' jedno ime preko koga mu se moze
pristupati iz funkcije, ali ako se formalni parametar nade sa leve strane naredbe dodele
vrednosti, onda se ta veza raskida i referenca dobija lokalni karakter. Ako parametar
ukazuje na objekat promenljivog tipa, onda se njegova vrednost moZe promeniti u
funkciji, o Cemu Ce biti reci u glavi 5, kada se budu izucavali promenljivi tipovi. Sledi
ilustrativni primer:

## Oblast vaZenja promenljivih

# globalne promenljive programa
a=1
x=1

4 Engl. Copy by object reference value.
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def f(a):
a+=>5 # parametar a sakriva globalnu promenljivu
c=x+1 # c je lokalna promenljiva za f
print('f: (a, ¢)', a, ¢)

def g(O:
d=c+x #d je lokalna promenljiva za g
print('g: d', d)

g0

f(a)
print('program: (a,x)', a, x)

Globalne promenljive a i x definiSu se u imenskom prostoru programa (slika 4.2).
Prilikom poziva funkcije £ (), memorijska adresa pridruZzena promenljivoj a kopira se,
iz imenskog prostora programa, u tek kreirani imenski prostor funkcije (r18). Parametar
a, koji po kopiranju ima lokalni karakter u funkciji, ukazuje na isti objekat kao i
globalna promenljiva a (=1). Potom se pokuSava sa uvecavanjem vrednosti objekta
za pet (r8). Posto je celobrojni tip nepromenljiv, kreira se novi objekat sa vrednoséu
Sest, a njegova memorijska adresa smesta se u tabelu imenskog prostora funkcije. Sada
parametar a ukazuje na novokreirani objekat (slika 4.2).

Imenski prostor

programa
Imenski prostor
kraj f i
r4 ] J pozivg Imenski prostor
g
= g r, r kraj g
6 2 I3
Objekti u memoriji
3

Slika 4.2: Prenos parametara i opseg vazenja promenljive: prilikom poziva funkcije kreira
se novi imenski prostor. Oznake r,, oznacavaju redove u programu u kojima se obavljaju
odgovarajuéa imenovanja.

U 19 definiSe se lokalna promenljiva c, koja po izraCunavanju ukazuje na vrednost
dva. Prilikom izraCunavanja, bilo je neophodno pristupiti vrednosti na koju ukazuje
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globalna promenljiva x. U ovom slucaju, interpreter je pronasao vrednost na koju
ukazuje promenljiva x, tako §to je prvo potraZio ime u tabeli imenskog prostora funkcije
£ (). Posto u tom prostoru ime nije pronadeno, interpreter pravi jedan korak unazad u
putanji funkcijskih poziva i pronalazi traZzeno ime u imenskom prostoru programa (slika
4.2). Po pozivu funkcije g() (r16), izracunava se vrednost za promenljivu d. Kako
se imena c i x ne nalaze u imenskom prostoru funkcije, interpreter pronalazi njihove
vrednosti u odgovarajuéim prostorima sa staze poziva. Program daje slededi izlaz:

f: (a, c) 6 2
g: d 3
program: (a,x) 1 1

Promena vrednosti globalne promenljive iz funkcije - naredba global

Globalnim promenljivim moZe se pristupati iz svih funkcija u programu, ali se njima,
kao sto je ve¢ pokazano, ne mogu dodeljivati nove vrednosti. Ako se Zeli da funkcija
tretira globalno ime globalnim i posle dodele vrednosti, onda se ono mora deklarisati
naredbom global, pre eventualne dodele vrednosti:

def g():
global a
a=a+1 # lokalnt tmenskt prostor funkcije
print('u g, a ="', a)

a =1 # globalnt imenski prostor programa

g0
print('program posle g(), a =', a)
ugh, a=2

program posle g(), a = 2

Parametri funkcije ne mogu se deklarisati naredbom global - interpreter bi tada
prijavio gresku.

Sporedni efekat funkcije

Funkcija proizvodi sporedni efekat® ako se njena projektovana uloga ostvaruje mimo
povratnog mehanizma naredbe return. Sporedni efekat moZe se desiti u bar dva
slu¢aja: promena vrednosti promenljivih definisanih van opsega funkcije i emitovanje

> Engl. Side effect.
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informacija u spoljni svet. U prethodnom primeru, menjanjem vrednosti globalne
promenljive a, funkcija g() ostvaruje sporedni efekat. Ovaj sluCaj Cesto se smatra
losom praksom jer funkcija menja stanje programa mimo svog povratnog mehanizma.
Tada je izvorni kod manje Citljiv pa se potencijalne logicke greske teze otklanjaju.

U slucaju kada se informacija Salje ka eksternim sistemima (ekran, datoteka, Stam-
pac, baza podataka, mreza), funkcija ostvaruje opravdani sporedni efekat. U takvim
situacijama, funkcionalnost se ne svodi samo na izraCnavanje, pa se ni rezultat ne
moze vratiti isklju¢ivo putem naredbe return. Primer za ovakvo ponsanje je funkcija
pravougaonik (), iz sveta pravougaone umetnosti, sa pocetka glave.

1) Postupci koji proizvode tacan, efikasan, ali i kod koji je dobro organizovan i

= (itljiv, smatraju se dobrom praksom. Organizacija i &itljivost olak$avaju otklan-
janje greSaka u velikim programskim sistemima. Ovo je narocito bitno ako se
ima na umu da se, u toku Zivotnog ciklusa softvera, ¢esto menjaju programeri
koji ga odrzavaju.

4.2 Organizacija izvornog koda

Kompleksan programski sistem organizuje se po logickim celinama tako da se izvorni
kod piSe brze i jednostavnije, uz kori$¢enje postojecih komponenti. Takvi modularni
sistemi lakSe se nadograduju i odrZavaju. Funkcije, kao nezavisne celine, omoguéavaju
efikasno sprovodenje procesa dekompozicije na funkcionalnom nivou. Medutim, one
nisu dovoljne da omoguce jednostavno i fleksibilno kreiranje sloZenijih celina, pa se
zbog toga uvode viSe hijerarhijske podele poput modula i paketa.

4.2.1 Moduli

Izvorni kod do sada razmatranih programa bio je smeSten u samo jednu datoteku. Sada
treba pojasniti kako se funkcija, definisana u datoteci a.py, moZe pozivati u programu
smeStenom u datoteci b.py. U tu svrhu, u Pajton se uvodi koncept modula. Modul
predstavlja datoteku sa ekstenzijom *py, koja sadrZi proizvoljan izvorni kod. On
najcesce sadrzi definicije funkcija, ali moze da sadrzi i druge naredbe, poput onih za
definisanje globalnih promenljivih. Sledeéi primer ilustruje koncept modula:

Problem 4.2 — Povrsine. Realizovati grupu funkcija koje racunaju povrsine paralelo-
grama, trapeza i kruga. Testirati funkcije u posebnom programu, u kome se unosi tip
geometrijske slike i neophodni elementi za raCunanje povrSine. "

Grupa funkcija realizovana je kao modul povrsine, smeSten u datoteku povrsine.py:
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Program 4.2 — Povrsine.

# modul pourSine (datoteka poursSine.py)
paralelogram = 1

trapez = 2

krug = 3

def p_paralelogram(a, b):
"!""racuna povrsinu paralelograma sa stranicama a % b'''
return a * b

def p_trapez(a, b, h):
""'"racuna povrsinu trapeza sa osnovama a, b i visinom h'''
return h * (a + b)/2

def p_krug(r):
"""racuna povrsinu kruga poluprecnika T''’
return 3.14 * r**2

Program za testiranje modula povrSine, smeSten je u datoteku glavnog programa:

# unost tip slike (ceo broj), pa elemente za racunanje pouvrsine
# unos se prekida kada se unese broj razlicit od:
# 1 (paralelogram), 2 (trapez), 3 krug
import povrSine # cini funkcije 7 promenljive iz poursine.py
# vidljivim u programu
while True:
slika = int(input('l paralelogram, 2 trapez, 3 krug '))
if slika == povrSine.paralelogram:
a = float(input('a "))
b = float(input('b '))
print('P=', povrSine.p_paralelogram(a, b))
elif slika == povrSine.trapez:
a = float(input('a '))
b = float(input('b '))
h = float(input('h '))
print('P=', povrSine.p_trapez(a, b, h))
elif slika == povrSine.krug:
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r = float(input('r '))

print('P=', povrSine.p_krug(r))
else:

break

Naredba import uvodi modul u program (r4).> Uvodenje obuhvata ucitavanje
naredbi modula u operativhu memoriju i kreiranje novog imenskog prostora za modul.
Funkcije i globalne promenljive iz ovog prostora postaju vidljive u programu, ako im se
pristupa koriséenjem notacije sa tackom, oblika <ime_modula>.<ime_u_modulu> (r8,
11, 12, 16, 17, 19). Notacija sa tackom sprecava moguée preklapanje imena definisanih
u programu i u uvedenom modulu, pa je dozvoljeno koristiti dva ista imena u obe celine.
Ako se zeli izbeéi koriS€enje notacije sa tackom, moze se koristiti i sledeca forma:
from povrSine import <ime>. Na ovaj nacin, imena iz modula postaju direktno
vidljiva, ali u slucaju preklapanja, imena definisana u programu sakrivaju imena u
uvedenom modulu. Pored primenjenog oblika naredbe import (r4), ponekad je korisno
upotrebiti opciju as, iza koje sledi krace, alternativno ime za modul. Na primer, import
povrSine as p, omogucava da se funkcija moZe pozvati sa p.p_paralelogram(a,
b), umesto povrsine.p_paralelogram(a, b).

Programi koji su u celosti smesteni u jednoj datoteci nazivaju se jos i skripta.
Skripta se, van IDLE okruZenja, pokrece u komandnom reZimu operativnog sistema,
zadavanjem komande koja poziva interpreter, uz navodenje njene pune putanje. Kako
je svaka skripta ujedno i modul, ona se, unutar interaktivne sesije u IDLE-u, moZe
pokrenuti i sa import <ime_skripta>.’ Prilikom uvodenja u drugi modul, inicijalno
se izvrSavaju sve naredbe iz bloka uvedenog modula (povrSine, r2-4). Da bi se
povecala Citljivost glavnog programa, u modulu povrsine definisane su promenljive
koje ukazuju na tip slike Cija se povrSina trazi. Datoteka sa izvornim kodom zvace se
modulom, samo ako nije namenjena za samostalno pokretanje, ve¢ sluzi kao biblioteka
funkcija za realizaciju sloZenijih programa.

1) Naredbe bloka modula izvrSavaju se, zbog uStede resursa, samo pri prvom

=" uvodenju, u okviru jedne interpreterske sesije. Ukoliko se modul modifikuje,
promene nece biti vidljive sve dok se interpreterska sesija ne restartuje (<ctrl> +
<F6>) i modul ponovo ne ucita u memoriju!

U daljem razmatranju, koristice se funkcije iz razlicitih dostupnih modula, u okviru
standardne instalacije Pajtona. Na primer, upotrebljavace se modul koji sadrZi cesto
kori$¢ene matematicke funkcije —math. Sledi primer koris¢enja modula math i funkcije
dir (), koja prikazuje imena definisana u trazenom modulu:

% Engl. Importing.
7 Vazi pod uslovom da se direktorijum, koji je sadrZi, nalazi u skupu putanja koje IDLE pretrazuje kada
ucitava module u operativnu memoriju.
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>>> import math as m

>>> m.sin(m.pi)

1.2246467991473532e-16

>>> m.sqrt(16)

4.0

>>> dir(m) # lista imena definisana u modulu

['__doc__', '__loader__', '__name__', '__package__', '__spec__"',
'acos', 'acosh', 'asin', 'asinh', 'atan', 'atan2', 'atanh', 'ceil',
'copysign', 'cos', 'cosh', 'degrees', 'e', 'erf', 'erfc', 'exp',
'expml', 'fabs', 'factorial', 'floor', 'fmod', 'frexp', 'fsum',
'gamma', 'gcd', 'hypot', 'inf', 'isclose', 'isfinite', 'isinf',
'isnan', 'ldexp', 'lgamma', 'log', 'loglO', 'loglp', 'log2', 'modf',
'nan', 'pi', 'pow', 'radians', 'sin', 'sinh', 'sqrt', 'tan',
'tanh', 'trunc']

Uociti da, za ugao od 180 stepeni, sinus iznosi 1.2246467991473532¢e-16 (ekspo-
nencijalni zapis, e-16 = 10716). Ovo se deSava jer se najveéi broj funkcija izratunava
priblizno, upotrebom konac¢nog broja osnovnih aritmetickih operacija. Osim toga, veé
je diskutovano da se realni brojevi, u opstem slucaju, ne mogu tacno predstaviti u
brojnom sistemu sa osnovom dva.

4.2.2 Paketi

Paketi organizuju veci broja modula u jedinstvenu imensku hijerarhiju. Pretpostaviti da
na disku postoji direktorijum s1like koji obuhvata datoteke (module) gif . py, jpeg.py
i png.py. Svaki od navedenih modula sadrZi funkcije koje obraduju slike istoimenog
formata. Funkcionalnosti iz paketa s1like mogu se, po uvodenju (import slike),
koristiti u proizvoljnom programu P. Na primer, iz modula jpeg postaje dostupna
funkcija skaliraj(): slike.jpeg.skaliraj(0.5) — umanjuje sliku za 50% po
Sirini i duzini. Uvodenjem paketa, kao organizacione celine, omoguéena je upotreba ra-
zli¢itih biblioteka koje sadrZe module sa istim imenom. Program P moZe dodatno koristi
funkcionalnosti iz istoimenog modula jpeg.py, ali u okviru paketa prepoznavanje:
prepoznavanje.jpeg.lice() — prepoznaje da li se na slici u jpeg formatu nalazi lice
osobe.

Da bi se moduli, smesteni u nekom direktorijumu d, tretirali kao jedinstveni paket,
potrebno je da d sadrZi specijalno imenovanu datoteku __init__.py. U okviru ove
datoteke, koja se izvrSava prilikom prvog uvodenja paketa, nalazi se izvorni kod kojim
se paket inicijalizuje — na primer postavljanje globalnih promenljivih paketa na pocetne
vrednosti. Ukoliko inicijalizacija nije neophodna, datoteka mozZe biti i prazna, ali mora
da postoji!

SloZenije biblioteke mogu biti realizovane kao paketi sa ve¢im brojem potpaketa.
Potpaketima odgovara po jedan direktorijum sa __init__.py datotekom. Poziv oblika
paket.potpaket.modul.funkcija(), mogué je posto se paket uvede u program.
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4.2.3 Funkcije i moduli kao objekti

Pajton tretira sve funkcije i module kao objekte tipa function, odnosno module. Na
ovaj nacin, moguée je imenovati ih razli¢itim promenljivim, uz pomo¢ naredbe dodele
vrednosti, ili prosledivati kao stvarne parametre u druge funkcije. U sledeem primeru
ilustrovana je njihova objektna priroda:

>>> import math

>>> print(id(math), type(math))

1967655099432 <class 'module'>

>>> sin = math.sin

>>> sin(0)

0.0

>>> print(id(sin), type(sin))

1967655155752 <class 'builtin_function_or_method'>
>>>

Po uvodenju modula math u imenski prostor interaktivne sesije, prikazani su iden-
titet (memorijska adresa) i tip objekta koji reprezentuje modul. Funkcija sin(), iz
modula math, dodeljuje se promenljivoj sin iz imenskog prostora interaktivne sesije.
Dodela je moguca jer se funkcije, kao i moduli, tretiraju kao objekti. Sada se funkcija
moZe pozivati preko novog imena, bez navodenja notacije sa tackom. Objektna priroda
funkcije potvrdena je ispisivanjem njenog identiteta i tipa.

Ponekad se algoritam za reSavanje odredene klase problema ne razlikuje za pojedine
probleme iz klase, sem u jednom nezavisnom, izolovanom delu. Ako nepromenljivi deo
algoritma “vidi” izolovanu celinu uvek na isti nacin, kroz unapred poznato ponasanje,
onda je moguce da se celina unese u algoritam u obliku funkcije, pored ostalih ulaznih
veli¢ina. Koncept se ilustruje slede¢im primerom:

Problem 4.3 — Tablica funkcije. Napisati funkciju koja ispisuje sve vrednosti za
proizvoljnu funkciju f(x), na intervalu [a, b] , sa korakom delta. Testirati funkciju za
y=-cos(x)iy=e". .

Ispisivanje tablice vrednosti za proizvoljnu funkciju, na intervalu [a, b, podrazumeva
fiksni iterativni postupak u kome se, sa zadatim korakom, vrS$i odabir vrednosti neza-
visne promenljive. U postupku ispisivanja, varijabilna je jedino funkcija za koju se
tablica formira. Posto se funkcije tretiraju kao objekti, moguce je preneti ih u druge
funkcije, kao ulazne parametre:

Program 4.3 — Tablica funkcije.

1 | def tablica_vrednosti(a, b, delta, f):
2 "' Ispisuje tablicu vrednosti f-je f(z)
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na intervalu [a, b], sa korakom delta.
Podrazumeva se da je f(z) definisana na intervalu''’

if a <= b and delta > O:
X = a
while x <= b:
print(x, £(x))
x += delta
else:
print('mora biti a < b i delta > 0')

import math

print('cos(x)"')

tablica_vrednosti(0, 2 * math.pi, math.pi / 6, math.cos)
print('\nexp(x)') # \n spectjalni karakter za prelaz u novi red
tablica_vrednosti(0, 5, 0.5, math.exp)

Parametar £, iz potpisa funkcije tablica_vrednosti() (rl), predstavlja prenetu
funkciju Cije se vrednosti ispisuju u 19. Po uvodenju modula math (r14), prvo se
ispisuje tablica za cos(x) (r16), pa potom i za ¢ (r18). Izabrana funkcija prenosi se
jednostavnim navodenjem imena kao stvarnog parametra. U primeru se koristi notacija
sa tackom, posto su funkcije koje se prenose, definisane unutar imenskog prostora
uvedenog modula.

Uociti da se u tekstu pod navodnicima, u funkciji print (), pojavljuje simbol kome
prethodi \ (ovde \n). Radi se o kontrolnom karakteru® koji proizvodi odredeni efekat
pri ispisu. Na primer, kontrolni karakter \n, oznacava prelazak u novi red.

cos (x)

1.0

.5235987755982988 0.8660254037844387
.0471975511965976 0.5000000000000001
.5707963267948966 6.123233995736766e-17
.0943951023931953 -0.4999999999999998
.617993877991494 -0.8660254037844385
.1415926535897927 -1.0
.6651914291880914 -0.866025403784439
.1887902047863905 -0.5000000000000004
.71238898038469 -1.8369701987210297e-16
.235987755982989 0.5000000000000001
.759586531581288 0.8660254037844388

OO PP wWwwWwNNNNRR, P OO

8 Engl. Escape character.
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4.3 Rekurzivni algoritmi

U praksi se Cesto definiSe znaCenje razlicitih pojmova koji se odnose na materijalni ili
apstraktni svet. Ako se tom prilikom koristi sam pojam, kao sastavni deo objasnjenja,
onda se radi o rekurzivnoj definiciji. Na primer, validno ime za promenljivu u Pajtonu
moZe se definisati na sledeci nacin:

1. slovo, ili donja crta (_), je validno ime za promenljivu.

2. validno ime iza koga sledi slovo, broj ili donja crta, predstavlja validno ime.

U definiciji validnog imena promenljive, stav 2, primeéuje se rekurzivna priroda
formulacije: ako je niz simbola validno ime, onda je to i isti niz proSiren za slovo, broj
ili donju crtu. Uz pomo¢ stava 2, mogu se generisati proizvoljno dugacke sekvence, ali
i dalje nije jasno ¢ime treba da zapoc¢ne validno ime. Prvi stav reSava problem pocetnog
simbola — svako slovo, ili donja crta, predstavlja validno ime za promenljivu. Sada se,
primenom drugog stava, moZe sagraditi bilo koje validno ime. Prvi stav naziva se joS§ i
bazni slucaj. Treba primetiti da bi, bez baznog slucaja, definicija postala nepotpuna, pa
samim tim i neupotrebljiva.

4.3.1 Rekurzija na delu

Rekurzivni nacin reSavanja problema odnosi se na specijalnu klasu algoritama iz
porodice podeli pa viadaj (glava 1.3.1). Neka se problem, po svojoj sloZzenosti, moze
okarakterisati prirodnim brojem n, pri ¢emu sloZenijem problemu odgovara vece n.
Ako reSenje problema sloZenosti n, zavisi od reSenja istog problema slozenosti k, pri
c¢emu je n > k, te ako je poznato bazno reSenje istog problema (slozenost 1), onda se u
reSavanju moze primeniti rekurzivni algoritam. Sledi ilustrativni primer:

Problem 4.4 — Drugovi Faktorijel i Fibona€i. Napisati rekurzivne funkcije koje, za
zadati prirodni broj n, izratunavaju n! i Fibonacijev broj F(n), i smestiti ih u modul
rekurzija. Funkcije testirati za prvih 10 prirodnih brojeva, u posebnom programu. =
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Program 4.4 — Drugovi Faktorijel i Fibonagci.

def faktorijel(n):
""'"Izracunava n! u rekurzivnom postupku, n>=0"'""'

if n == 1 or n == O: # baznt slucayj
return 1

else: # rekurzija
return n * faktorijel(n - 1)

def fibonaci(n):
""'Tzracunava Fib(n) u rekurzivnom postupku, n>0'"’

if n == 1: # baznt slucaj
return O

elif n == 2: # baznt slucaj
return 1

else: # rekurzija

return fibonaci(n - 1) + fibonaci(n - 2)

Faktorijel prorodnog broja n, definise se san! =n-(n—1)-...-2- 1, pri ¢emu je
0! = 1. O¢igledno, moZe se zapisati i n! =n-(n—1)!, pa se ratunanje svodi na manje
sloZenu verziju istog problema (r7). Bazni slu¢aj nastupa kada je n jedanko jedan (14,
5). Uslov iz r4 prosiren je tako da funkcija vraca tacan rezultat, za specijalni slucaj
kada je n = 0. Rekurzivni postupak za 4! ilustrovan je stablom rekurzije® (slika 4.3).

faktorijel (1)
2

faktorijel (2)
6 2

faktorijel (3)
24 3

faktorijel (4)
4

Slika 4.3: Stablo rekurzije: prilikom svakog poziva funkcije faktorijel (), kreira se novi
imenski prostor. Na dnu stabla poziva prikazan je bazni slucaj (n=1). Rezultati propagiraju
unazad, sve dok se ne formira konacni rezultat (4! = 24).

9 O pojmu stabla bilo je re¢i u glavi 3, kada je razmatrana heuristika pohlepne pretrage.
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U slucaju izracunavanja n-tog ¢lana Fibonacijevog niza, direktno se primenjuje
rekurzivna definicija po kojoj je sledeci broj jednak zbiru prethodna dva: F(n) =
F(n—1)+F(n—2) (r17). Za razliku od iterativne verzije reSenja, o kojoj je bilo reci u
problemu 3.6, ovde se za prva dva ¢lana uzimaju brojevi 0 i 1, a potom se definisu dva
bazna slucaja (r12-15). Program, kojim se testiraju novokreirane funkcije, smeSten je u
odvojenu datoteku:

# testira rekurziune implementactje za n! i Fib(n)
import rekurzija

fak = rekurzija.faktorijel
fib = rekurzija.fibonaci

print('Faktorijeli:"')
for n in range(1l, 11):
print(fak(n), end=' ')

print ('\n\nFibonacijevi brojevi:')
for n in range(1, 11):
print(fib(n), end=' ')

Program prvo ucitava modul rekurzi ja, koji stavlja na raspolaganje dve prethodno
opisane rekurzivne funkcije (r2). Kako su funkcije po svojoj prirodi objekti, one se
mogu dodeliti promenljivima fak i £ib (r4-5). Ovo je ucinjeno kako bi se izbeglo
navodenje punog imena funkcije koje ukljucuje ime modula u notaciji sa tackom. Treba

se podsetiti da sekvenca \n prouzrokuje prelazak u novi red (r11), dok se sa end="' ',
u funkciji print () nastavlja ispis u istom redu, posle jednog blanko mesta (r9, 13):

Faktorijeli:
126 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

Fibonacijevi brojevi:
01123581321 34

Problem 4.5 — Broj redova u sali. Petar stoji na bini pozoris$ne sale koja je ispunjena
do poslednjeg mesta. Kako on moZe saznati broj redova u sali, a da se pri tom ne
posluzi brojanjem? Pretpostaviti da redovi nisu numerisani. "

Petar bi mogao pretpostaviti da je poslednji red numerisan brojem jedan, onaj do
njega brojem dva i tako redom. Tada bi prvi red do bine bio numerisan brojem koji
oznacava broj redova u sali. Sledi algoritam za reSavanje problema u prirodnom jeziku:
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Algoritam 4.2 — Broj redova u sali.
Ako neko pita osobu X za njen broj reda onda:

1. X se okrede i pita osobu Y, iza sebe, za njen broj reda, pa kada dobije odgovor,
uvecéava ga za jedan i rezultat saopStava na glas.

2. ako X, po okretanju, nema iza sebe ni jedan red, onda odgovara na glas —
“jedan”!

Petar pita osobu, koja sedi u redu do bine, za njen broj reda. Osoba ¢e mu, uz
izvesno kasnjenje, saopstiti koliko ima redova u sali (njen broj reda)!

1) Treba zapaziti da umesto Petra, kome je brojanje zabranjeno, to ¢ine gledaoci
u sali. Pri reSavanju problema, Cesto je potrebno promeniti perspektivu (ugao
gledanja na problem), kako bi se isti resio!

Pazljivom analizom algoritma 4.2, uocava se rekurzivna priroda resenja, kojom se
problem odredivanja broja reda, svodi na svoju jednostavniju verziju: stav 1 formuliSe
odredivanje broja reda, R, preko odredivanja broja reda iza R. Ako je taj broj poznat,
onda se R numeriSe za jedan veéim brojem. Redukovanje kompleksnosti problema,
putem rekurzije, obavezno treba da se zavrsi u nekom od baznih slucajeva. Tada se
reSenje dobija trivijalnim postupkom u kome su poznati svi neophodni elementi za
reSavanje — stavka 2. Rekurzivno reSavanje problema, po svojoj prirodi, podseéa na
izvodenje dokaza putem matematicke indukcije. Sledi program koji simulira brojanje
na opisani nacin, uz ucinjenu pretpostavku za nepoznati broj redova u sali:

Program 4.5 — Broj redova u sali.
# Koliko ima redova u sali, prvt red je najdalje od bine

def pitaj_za_broj_reda(n):
""'n: nepoznati broj tekuiéeg reda, vracéa br. tekuiéeg reda''’

if n == 1: # bazni sludaj - pri okretanju, iza mema nikoga!
return 1

else:
return 1 + pitaj_za_broj_reda(n-1)

# ukupan broj redova, pravimo se da je nmepoznat
nepoznati_broj_redova = int(input('Stvaran broj redova? '))
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# Petar postavlja pitanje osobt i1z prvog reda do bine
odgovor = pitaj_za_broj_reda(nepoznati_broj_redova)
print('Sala ima', nepoznati_broj_redova, 'redova.')
print('Algoritam pronalazi', odgovor, 'redova.')

Stvaran broj redova? 50
Sala ima 50 redova.
Algoritam pronalazi 50 redova.

Problem 4.6 — Hanojske kule - Edouard Lucas, 1883. U dvoristu budistickog
manastira u Hanoju, Vijetnam, postavljena su tri tanka drvena Stapa, A, B i C. Na Stapu
A poslagano je n drvenih diskova koji su busni u sredini, tako da mogu da se navuku
na Stapove. Diskovi su, u pocetnom polozaju, poslagani od najveceg ka najmanjem
(slika 4.4 - gore levo). Potrebno je prebaciti diskove sa A na C, u svakom koraku
po jedan, tako da budu poslagani na ciljni Stap, isto kao i u pocetnom polozaju. Pri
prebacivanju se koriste svi Stapovi, ali tako da, ni u jednom trenutku, veéi disk ne moze
stajati preko manjeg. Napisati funkciju koja ispisuje poteze za reSavanje problema u
najmanje koraka. Koliko vremena je potrebno da se reSi problem sa n diskova, ako

prebacivanje diska, sa Stapa na Stap, traje jednu sekundu? "
(1 ) ®3)
Jk C - . . o
A B C A B C A B C A B C
(4) ®) (6) )
i - o - F 0 ik
A B C A B C A B C A B C

Slika 4.4: Hanojske kule: sekvenca reSavanja u 7 poteza, za n=3.

Uoditi da reSavanje problema Hanojskih kula ne zavisi od numeracije §tapova — ako
je poznat postupak za prebacivanje sa A na C, onda se isti postupak moZe primeniti i na
bilo koji drugi par Stapova, poSto se izvrsi renumeracija (A ¢e uvek oznacavati pocetni,
a C krajnji Stap). Problem se moZe reSiti primenom rekurzije, tako §to se verzija sa n
diskova, svodi na reSavanje dve verzije sa n — 1 diskova (slika 4.5).

U svakom koraku rekurzije, problem se svodi na reSavanje verzije sa jednim diskom
manje. Na ovaj nacin, stize se do trivijalnog baznog slucaja, kada viSe nema diskova za
prebacivanje! Uociti da predloZeni postupak vodi ka minimalnom broju poteza, poSto
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n-1

n-1

Slika 4.5: Hanojske kule: rekurzivni postupak za n diskova. Prvo se, sa polaznog (A), na
pomoéni Stap (B), prebacuje n — 1 disk. Potom se, sa A, najveci disk prebacuje na ciljni Stap C.
Konacno, treba prebaciti n — 1 disk, sa B na C. Prebacivanje n — 1 diskova, sa A na B, odnosno

sa B na C, vrsi se na isti nacin, s tim da polazni, ciljni i pomo¢ni Stap menjaju oznake.

se u svakom rekurzivnom koraku, najve¢i disk prebacuje u samo jednom potezu, sa
polaznog na ciljni Stap, a bazni slucaj ne zahteva nijedan potez! Tvrdenje se moze
jednostavno dokazati matemati¢kom indukcijom.

n

4
B
c

Program 4.6 — Hanojske kule - Edouard Lucas, 1883..

# Hanojske kule

def hanoj(n, A, B, C):

I

broj diskowva,

oznaka stapa SA koga treba prebaciti diskove
oznaka pomocnog stapa

oznaka stapa
if n > O:

hanoj(n-1, A, C, B)

print('disk', n,

hanoj(n-1, B, A, C)

hanoj(3, 'A', 'B', 'C")

N4 koji treba prebaciti diskove'''

'sa', A, 'na', C) #najv. disk sa 4 na C

disk
disk
disk
disk
disk
disk
disk

RN PR WER N e

Ssa
Sa
Sa
Sa
Sa
Sa
Sa

=W weE Qe

na
na
na
na
na
na
na

QQ>= QWwa
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Funkcija, u svakom rekurzivnom koraku, osim u baznom, ispisuje redni broj diska
koji se prebacuje (r10). Diskovi su numerisani od 1 do n, pri ¢emu je, sa 1, oznaCen
najmanji disk.

Da bi se odredio minimalni broj poteza za resavanje problema sa n diskova, potrebno
je neznatno preraditi funkciju hanoj (), tako da vraca ukupan broj koraka nacinjenih
pri svakom pozivu. U svakom pozivu, osim u baznom slucaju, pored poteza koji
prebacuje najveci preostali disk, treba pribrojati i poteze za prebacivanje preostalih
diskova, u dva rekurzivna poziva. U baznom slucaju, funkcija treba da vrati nulu.
Program koji odreduje minimalni broj poteza, za nekoliko vrednosti broja n, dat je u
sledec¢em prikazu:

# Hanojske kule, vraca broj poteza

def hanoj2(n, A, B, C):
"'"'"'n - broj diskova,
4 - oznaka stapa SA koga treba prebaciti diskove
B - oznaka pomocnog stapa
C - oznaka stapa N4 koji treba prebaciti diskove'''’
if n > O:
return 1 + hanoj2(n-1, A, C, B) + hanoj2(n-1, B, A, C)
else:
return O

print('n B(n)')
for n in range(1l, 6):
print(n, ', hanoj2(n, 'A', 'B', 'C"))

B(n)
1

3

7
15
31

adbd wNNeRB

Na osnovu dobijenih rezultata, moZe se pretpostaviti zavisnost izmedu 7 i ukupnog
minimalnog broja poteza: B(n) = 2" — 1. Dokaz se sprovodi matemati¢kom indukcijom.
Zan = 1, tvrdenje oCigledno vaZi. Pretpostavlja se da tvrdenje vaZi za n = k. U sluCaju
sa k+ 1 diskova, a na osnovu slike 4.5, za pomeranje k diskova, sa A na B, odnosno sa
B na C, potrebno je po B(k) poteza. Za pomeranje najveceg diska, sa A na C, potreban
je jedan potez. Otuda je B(k+ 1) = 2B(k) + 1. Kako po pretpostavci vazi B(k) = 2K — 1,
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sledi B(k+ 1) =2(2% — 1)+ 1 = 2k1 — 1, §to je i trebalo dokazati. Na primer, za 32
diska i vreme od jedne sekunde po potezu, potrebno je 232 — 1 sekundi, ili nesto vise od
136 godina da bi se problem resio!

1) Primer Hanojskih kula ilustruje poteskoce sa kojima se mozak susrece prilikom

= interpretacije brzine rasta eksponencijalne funkcije. Na primer, za varijantu sa 64
diska i vreme prebacivanja od jedne sekunde po disku, potrebno je da protekne
priblizno 585 milijardi godina, da bi se problem reSio! Problemi ¢ije vreme
reSavanja raste po eksponencijalnom zakonu, u odnosu na ulazne parametre,
predstavljaju izuzetan izazov, ¢ak i za najbrZe racunare.

4.3.2 Prednosti i mane rekurzivhog pristupa

Na kraju izlaganja o rekurziji, izlaZu se potencijalne prednosti i mane, u odnosu na
iterativne postupke iz glave 3. Rekurzivno reSenje Cesto se ostvaruje kracim izvornim
kodom, pa se smanjuje mogucénost za potencijalne greske. Povecéana je i Citljivost
(elegancija) koda, Sto povoljno utice na jednostavnije odrZavanje programa. Osim toga,
postoje prakti¢ni problemi u kojima bi iterativno reSenje bilo dosta sloZenije, pa je
rekurzija prirodan izbor (na primer, problem obilaska stabla po dubini).

Pri svakom rekurzivnom pozivu, kreira se novi imenski prostor sa pripadaju¢om
tabelom imena, pa je utroSak memorijskih resursa veci u odnosu na ekvivalentno itera-
tivno reSenje. U slucaju velikog broja rekurzivnih poziva, program bi mogao da prekine
sa radom, usled prekomerne potro$nje memorijskih resursa. Sa stanoviSta vremenske
efikasnosti, rekurzivno reSenje obicno je sporije od iterativnog, poSto se mora potrositi
izvesno reZijsko vreme za prenos parametara, kreiranje imenskog prostora pri pozivu
i uklanjanje na izlasku iz funkcije, te konacno vracanje rezultata u pozivajucu celinu.
Jednostavan primer kojim se izra¢unava suma prvih n prirodnih brojeva, realizovan u
obe varijante, ilustruje tipican problem koji se odnosi na utroSak memorijskih resursa:

def f(n): # iteratiuna suma
s =0
for i in range(n+1):
s += 1
return s
def g(n): # rekurzivna suma
if n > O:

return n + g(n-1)
else:
return O
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print('iterativno reSenje:', £(1000))
print ('rekurzivno reSenje:', g(1000))

iterativno reSenje: 500500

Traceback (most recent call last):

——————————————— IZOSTAVLJEND ----------------—--
RecursionError: maximum recursion depth exceeded in comparison

Interpreter, zbog moguéeg prekomernog utroska memorijskih resursa, ograni¢ava
broj rekurzivnih poziva. U gornjem primeru, program prekida sa radom jer je dostigao
granicni broj rekurzivnih poziva. Ovaj broj moZe se eksplicitno povecati na sopstveni
rizik. Na kraju, treba istaci da je moguce transformisati sva rekurzivna resenja, u
odgovarajuce iterativne varijante i obrnuto, ali ovde o tome nece biti reci.

STA JE NAUCENO

B Funkcijom se, pod jednim imenom, apstrahuje niz algoritamskih koraka za
obavljanje nekog posla.

B Funkcije omogucavaju dekompoziciju sloZzenih postupaka na jednostavnije
procesne celine.

B Funkcije obi¢no zavise od ulaznih parametara, kojima se parametrizuje resa-
vanje problema.

B Funkcija obavezno vraca rezultate svoga rada, putem naredbe return, ili
ako se obave sve naredbe iz bloka funkcije - tada je rezultat predstavijen
objektom tipa None.

B Prilikom poziva funkcije, pozivaju¢a celina nema potrebu da zna kako funkcija
radi, ve¢ §ta radii kako se poziva. Argumenti se u pozivu navode po redosledu
iz potpisa funkcije, ili po proizvoljnom redu, ako se imenuju po formalnim
parametrima iz potpisa.

B Opcioni parametri funkcije mogu se pri pozivu izostaviti i tada dobijaju po-
drazumevane, predefinisane vrednosti.

B Funkcije mogu pozivati druge, kao i definisati unutrasnje funkcije.

B Moduli i paketi predstavljaju vise hijerarhijske celine za organizaciju komplek-
snih programskih sistema.
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B Moduli sadrze srodne funkcije, koje se mogu koristiti u razlicitim aplikacijama, a
paketi organizuju module, u nezavisne softverske komponente, za odredenu
namenu.

B Promenljiva definisana u modulu ima globalni karakter - moze joj se pristupati
iz svih funkcija unutar modula, kao i iz onih modula u koje je definisu¢i modul
uveden, putem naredbe import.

m Ista imena, u razlicitim modulima, dostupna su uz koris¢enje notacije sa
tackom oblika ime_modula.ime_objekta.

B Lokalna promenljiva definiSe se unutar funkcije i moze joj se pristupati samo
unutar iste.

B Pri svakom pozivu funkcije kreira se novi imenski prostor u kome se, unutar
tabele imena, Cuvaju preslikavanja izmmedu lokalnih imena i objekata na koje
ta imena (promenljive) ukazuju.

B Argumenti funkcije prenose se po sistemu kopiranja objekinin referenci. Otuda
se, nepromenljivi objekini fipovi, poput brojeva i teksta, kada su preneti kao
argumenti, ponasaju u funkciji kao lokalne promenljive.

B Funkcije imaju objektnu prirodu: mogu se dodeljivati promenljivim i prenositi u
druge funkcije kao argumenti.

B Rekurzivni algoritmi reSavaju problem tako 8to ga, u seriji funkcijskin poziva,
redukuju na jednostavnije verzije istog problema, sve dok se pocetni problem
ne svede na bazni slucaj, u kome je reSenje trivijaino. Redenje baznog slucaja
propagira se unazad, sve do prvobitno pozvane funkcije, koja dobija sve
elemente za trazeno resenje.

B Rekurzivha reSenja mogu biti memorijski veoma skupa jer se, prilikom svakog
rekurzivnog poziva, kreira novi imenski prostor sa svojim kompletom lokalnih
promenljivih.




