
Intervali monotonosti i ekstremumi funkcija

TEOREMA 0.1. (Potreban i dovoqan uslov za monotonost) Funkcija f(x)
diferencijabilna u otvorenom intervalu (a, b) je rastu}a (opadaju}a) u
tom intervalu ako i samo ako je ta~an iskaz

∀x ∈ (a, b) f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0).

Ako je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b] onda funkcija

na tom intervalu posti`e i najmawu i najve}u vrednost, koje nazi-

vamo apsolutnim minimumom i apsolutnim maksimumom. Me|utim, ako

funkcija f(x) nije neprekidna na [a, b] ili se funkcija f(x) razmatra na
skupu koji nije segment, tada funkcija ne mora postizati ni apsolutni

maksimum ni apsolutni minimum. Tada funkcija posti`e najmawu,

odnosno najve}u vrednost u wihovim dovoqno uskim okolinama i zato

se nazivaju ta~kama lokalnih minimuma, odnosno maksimuma.

DEFINICIJA 0.1. Ta~kax0 je ta~ka lokalnog minimuma (maksimuma) ako

je f(x) definisana u okolini x0 i postoji δ > 0 takvo da je

f(x0) ≥ f(x) (f(x0) ≤ f(x)),

za svako x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

U ta~ki x1 je lokalni maksimum f(x), a u ta~ki x4 wen lokalni

minimum, a va`i f(x4) > f(x1). Zato se lokalni ekstremumi nazivaju i
relativnim ekstremumima.

TEOREMA 0.2. (Potreban i dovoqan uslov za lokalni ekstremum) Ako je

x0 ta~ka lokalnog ekstremuma neprekidne funkcije f(x), onda va`i:

(1) f ′(x0) = 0 ∨ f ′(x0) ne postoji.

Ta~ka x0 u kojoj va`i uslov (1) naziva se kriti~nomta~kom funkci-

je f(x). Neprekidna funkcija mo`e imati lokalni ekstremum samo u

svojoj kriti~noj ta~ki.

TEOREMA 0.3. (Dovoqan uslov za lokalni ekstremum) Neka je funkcija

f(x) diferencijabilna u nekoj okolini ta~ke x0, osim mo`da u samoj

ta~ki x0, pri ~emu izvod f ′(x) mewa znak u ta~ki x0. Tada je x0 ta~ka

strogog lokalnog ekstremuma, i to minimuma ako se znak mewa sa "-" na

"+", a maksimuma ako je obrnuto.
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Ta~ke u kojima je izvod neke funkcije jednak nuli obi~no se nazi-

vaju wenim stacionarnim ta~kama. Kriti~ne ta~ke u kojima izvod ne

postoji nazivaju se i singularne ta~ke.

Konveksnost i prevojne ta~ke grafika funkcije

TEOREMA 0.4. (Potreban i dovoqan uslov za konveksnost)Ako jefunkcija

f(x) dvaput diferencijabilna , tj. ima drugi izvod f ′′(x) za svako x ∈
(a, b), onda je grafikfunkcije f(x) konveksan na dole (na gore) u intervalu
(a, b) ako i samo ako va`i uslov

∀x ∈ (a, b) f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0).

TEOREMA 0.5. Ta~ka P na grafiku funkcije f sa apscisom x0 je prevojna

ta~ka grafika funkcije f ako postoji tangenta t u ta~ki P i pos-

toje leva i desna okolina ta~ke x0 u kojima je konveksnost funkcije f
razli~itog karaktera.

To zna~i da je u intervalu (c, x0) grafik funkcije f konveksan na

gore, a u intervalu (x0, d) konveksan na dole.

TEOREMA 0.6. Neka je funkcija f dvaput diferencijabilna u okolini

ta~ke x0, osim mo`da u samoj ta~ki x0 i neka je x0 apscisa prevojne

ta~ke P grafika funkcije f . Tada va`i uslov:

(2) f ′′(x0) = 0 ∨ (x0 je ta~ka prekida f ′′(x)).

TEOREMA 0.7. Neka postoji (kona~an ili beskona~an) f ′(x0) i neka va`i

uslov (2). Tada iz promene znaka f ′′(x) u ta~ki x0 (tj. iz egzistencije

δ > 0 takvog da je f ′′(x) > 0 za x ∈ (x0 − δ, x0) i f ′′(x) < 0 za x ∈
(x0, x0 + δ), ili obrnuto) sledi da je x0 apscisa prevojne ta~ke grafika

funkcije f(x).

0.1. Za funkciju y =
x + 1√
x2 − 4

odrediti ekstremne vrednosti.

Re{ewe.
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Stacionarne ta~ke su nule prvog izvoda (a to su potencijalne ek-

stremne ta~ke):

y′ =
(

x + 1√
x2 − 4

)′
=

(x + 1)′(
√

x2 − 4)− (x + 1)(
√

x2 − 4)′

x2 − 4

=

√
x2 − 4− (x + 1) · 1

2
√

x2 − 4
(x2 − 4)′

x2 − 4
=

√
x2 − 4− x(x + 1)√

x2 − 4
x2 − 4

=

x2 − 4− x2 − x√
x2 − 4

x2 − 4
=

−(x + 4)
(x2 − 4)

√
x2 − 4

.

Izjedna~avaju}i prvi izvod sa nulom, dobijamo da je x = −4 i to je

stacionarna ta~ka. S obzirom da se znak prvog izvoda u okolini te

ta~ke mewa i to iz + u −, zakqu~ujemo da je ta ta~ka ekstremna i da je

maksimum.

0.2. Ispitati monotonost, konveksnost i konkavnost funkcije

y =
1
3
x3 − x2 − 3x.

Re{ewe. Monotonost funkcije i ekstremne vrednosti:

Nakon izra~unavawa dobijamo da je prvi izvod funkcije:

y′ =
(

1
3
x3 − x2 − 3x

)′
= x2 − 2x− 3.

Stacionarne ta~ke su nule prvog izvoda pa je

y′ = 0 ⇔ x2 − 2x− 3 = 0 ⇔ (x− 3)(x + 1) = 0 ⇔ x1 = 3 ∧ x2 = −1.

Monotonost funkcije, kao i prirodu stacionarnih ta~aka ispitu-

jemo pomo}u tabele:

(−∞,−1) x = −1 (−1, 3) x = 3 (3,+∞)
x− 3 − − − 0 +
x + 1 − 0 + + +
f ′(x) + 0 − 0 +

Naosnovu tabele zakqu~ujemoda jefunkcija rastu}a zax ∈ (−∞,−1)
∪(3,+∞), opadaju}a zax ∈ (−1, 3), a kako se znak izvoda u okolini ta~ke
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x = −1 mewa iz "+" u "-", onda je ta~ka M1 =
(
−1,

5
3

)
ta~ka lokalnog

maksimuma. Znak izvoda se u okolini ta~ke x = 3 mewa iz "-" u "+", pa

je M2 = (3,−9) ta~ka lokalnog minimuma.
Konveksnost i prevojne ta~ke:

Nakon izra~unavawa dobijamo da je drugi izvod funkcije oblika:

y′′ =
(
x2 − 2x− 3

)′ = 2x− 2,

a nula drugog izvoda je u ta~ki x = 1. Da bi ispitali konveksnosti i da
li je x = 1 zaista prevojna ta~ka odre|ujemo znak drugog izvoda. Znak

se mewa samo u ta~ki 1:

(−∞, 1) x = 1 (1,∞)
x− 1 − 0 +
f ′′(x) − 0 +

Znak drugog izvoda se mewa u okolini ta~ke x = 1, pa zakqu~ujemo

da je P

(
1,−11

3

)
prevojna ta~ka. Tako|e, funkcija je konveksna na dole

za svako x ∈ (−∞, 1) a konveksna na gore za svako x ∈ (1,+∞).

0.3. Ispitati monotonost, konveksnost i konkavnost funkcije

y = x4 − 4x2 + 3.

Re{ewe. Monotonost funkcije i ekstremne vrednosti:

Nakon izra~unavawa dobijamo da je prvi izvod funkcije:

y′ = (x4 − 4x2 + 3)′ = 4x3 − 8x = 4x(x2 − 2).

Stacionarne ta~ke su nule prvog izvoda pa je

y′ = 0 ⇔ 4x(x2 − 2) = 0 ⇔ 4x(x−
√

2)(x +
√

2) = 0
⇔ x1 = 0 ∧ x2 =

√
2 ∧ x3 = −

√
2.

Monotonost funkcije, kao i prirodu stacionarnih ta~aka ispitu-

jemo pomo}u tabele:

x = −
√

2 x = 0 x =
√

2
x − − − 0 + + +

x +
√

2 − − − − − 0 +
x−

√
2 − 0 + + + + +

f ′(x) − 0 + 0 − 0 +
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Na osnovu tabele zakqu~ujemo da je funkcija rastu}a za x ∈ (−
√

2, 0)
∪(
√

2,+∞), opadaju}a za x ∈ (−∞,−
√

2)∪(0,
√

2), a kako se znak izvoda
u okolini ta~ke x = 0 mewa iz "+" u "-", onda je ta~ka M1 = (0, 3) ta~ka
lokalnog maksimuma. Znak izvoda se u okolini ta~aka x = −

√
2 ∧ x =√

2 mewa iz "-" u "+", pa su M2 = (−
√

2,−1),M3 = (
√

2,−1) ta~ke

lokalnog minimuma.

Konveksnost i prevojne ta~ke:

Nakon izra~unavawa dobijamo da je drugi izvod funkcije oblika:

y′′ = (4x3 − 8x)′ = 12x2 − 8 = 4(3x2 − 2).

Prevojne ta~ke su nule drugog izvoda:

y′′ = 0 ⇔ 3x2 − 2 = 0 ⇔ x1,2 = ±
√

2
3

= ±
√

6
3

.

Da bi ispitali konveksnost i da li su x1,2 = ±
√

6
3

zaista prevojne

ta~ke odre|ujemo znak drugog izvoda. Neka je a =
√

6
3

,tada imamo

(0, a) x = a (a,+∞)
x− a − 0 +
x + a + + +
f ′′(x) − 0 +

Znak drugog izvoda se mewa u okolini ta~ke x =
√

6
3
, pa zakqu~ujemo

da je P1

(√
6

3
,
5
3

)
prevojna ta~ka. Tako|e, funkcija je konveksna na dole

za svako x ∈

(√
6

3
,+∞

)
a konveksna na gore za svako x ∈

(
0,

√
6

3

)
.

Simetri~no se pona{a i na negativnom delu x-ose, pa je iP2

(
−
√

6
3

,
5
3

)
tako|e prevojna ta~ka.
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