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РАЗВОЈ ГЕОЕМЕТРИЈЕРАЗВОЈ ГЕОЕМЕТРИЈЕ
ГеометријаГеометрија јеје једнаједна одод најстаријихнајстаријих математичкихматематичких дисциплинадисциплина.. ОсврнимоОсврнимо сесе украткоукратко нана историјскиисторијски

развојразвој геометријегеометрије::

11.. РечРеч геометријагеометрија значизначи земљомерствоземљомерство,, аа насталанастала јеје уу ЕгиптуЕгипту збогзбог неопходностинеопходности мерењамерења иамањаиамања ии

означавањаозначавања међамеђа послепосле поплавапоплава НилаНила.. ГеометријаГеометрија сесе уу прошлостипрошлости бавилабавила изучавањемизучавањем положаја,положаја, обликаоблика ии

величинавеличина предметапредмета реалногреалног света,света, докдок данасданас изучаваизучава апстрактнеапстрактне објектеобјекте.. УУ почеткупочетку сесе додо општихопштих особинаособина

долазилодолазило нана основуоснову неколиконеколико екперимената,екперимената, посматрањемпосматрањем ии интуицијом,интуицијом, односно,односно, индуктивноминдуктивном методомметодом

(непотпуном(непотпуном индукцијом)индукцијом).. НаведениНаведени методметод биобио јеје погоданпогодан самосамо заза некенеке простијепростије фигурефигуре..

22.. УУ 66.. векувеку препре..нн..ее.. ГрциГрци сусу преузелипреузели одод ЕгипћанаЕгипћана ии ВавилонацаВавилонаца водећуводећу улогуулогу уу развојуразвоју геометрије,геометрије,

углавномуглавном заслугамазаслугама ТалесаТалеса ии ПитагореПитагоре.. ПоредПоред њих,њих, великивелики доприносдопринос развојуразвоју геометријегеометрије тогтог добадоба далидали сусу ии

ПлатонПлатон ии АристотелАристотел којикоји дајудају првепрве наговештајенаговештаје аксиоматскогаксиоматског заснивањазаснивања геометријегеометрије.. УУ овомовом периодупериоду

индуктивнииндуктивни методметод замењензамењен јеје дедуктивнимдедуктивним ии приступаприступа сесе систематскомсистематском излагањуизлагању чињеницачињеница..индуктивнииндуктивни методметод замењензамењен јеје дедуктивнимдедуктивним ии приступаприступа сесе систематскомсистематском излагањуизлагању чињеницачињеница..

33.. ОкоОко 300300.. годинагодина препре нн..ее.. ЕуклидЕуклид јеје објавиообјавио својесвоје капиталнокапитално делодело ЕлементиЕлементи,, сачињеносачињено одод 1313 књига,књига,

којекоје представљајупредстављају врхунацврхунац дедуктивногдедуктивног методаметода ии дајудају највећинајвећи доприносдопринос развојуразвоју геометријегеометрије.. ПоредПоред свихсвих

добрихдобрих странастрана овоговог дела,дела, уочениуочени сусу следећиследећи недостацинедостаци::

-- дефинишудефинишу сесе основниосновни појмови,појмови,

-- аксиомеаксиоме ЕуклидовогЕуклидовог системасистема нисунису међусобномеђусобно независне,независне,

-- прилокомприлоком доказивањадоказивања тврђењатврђења ЕуклидЕуклид сесе честочесто ослањаоослањао нана сликеслике ии тиметиме чиниочинио доказдоказ некоректнимнекоректним..

44.. УУ 11.. ии 22.. векувеку препре нн..ее.. уводиуводи сесе равнаравна ии сфернасферна тригонометријатригонометрија..

55.. УУ првојпрвој половиниполовини 1717.. векавека ДекартДекарт развијаразвија аналитичкуаналитичку геометријугеометрију..

66.. УУ 1818.. векувеку долазидолази додо открићаоткрића диференцијалнедиференцијалне геометријегеометрије..

77.. УУ првојпрвој половиниполовини 1919.. векавека ЛобачевскиЛобачевски уводиуводи нееуклидскунееуклидску геометријугеометрију..

88.. КрајемКрајем 1919.. векавека ХилбертХилберт јеје даодао систематизацијусистематизацију геометријегеометрије уу делуделу ОсновиОснови геометријегеометрије..



Основе Хилбертовог система аксиомаОснове Хилбертовог система аксиома

УУ даљемдаљем текстутексту изложићемоизложићемо аксиомеаксиоме ЕуклидскеЕуклидске геометрије,геометрије, базиранебазиране нана ХибертовомХибертовом системусистему

аксиомааксиома.. УУ ХибертовомХибертовом системусистему аксиомааксиома основниосновни појмовипојмови сусу::

-- тачкатачка (означавамо(означавамо ихих великимвеликим словимасловима А,А, В,В, СС ......)),,

-- праваправа (означавамо(означавамо ихих малиммалим словимасловима a,a, b,b, cc ……)),,

-- раванраван (означавамо(означавамо ихих малиммалим грчкимгрчким словимасловима αα,, ββ,, γγ ......)),,

аа основнеосновне релацијерелације представљајупредстављају релацијерелације::

-- припадаприпада (“се(“се садржи”)садржи”).. ДаДа тачкатачка АА припадаприпада правојправој qq (prava(prava qq садржисадржи тачкутачку АА)) означавамоозначавамо АА∈∈∈∈qq,,

-- између,између,

-- подударно,подударно,-- подударно,подударно,

-- паралелнопаралелно..

СистемСистем аксиомааксиома представљенпредстављен јеје уу петпет групгрупaa аксиомааксиома::

II аксиомеаксиоме везевезе (или(или припадностиприпадности илиили инцидентностиинцидентности),),

IIII аксиомеаксиоме распореда,распореда,

IIIIII аксиомеаксиоме подударности,подударности,

IVIV аксиомеаксиоме непрекидности,непрекидности,

VV аксиомааксиома паралелностипаралелности..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 11:: СкупСкуп свихсвих тачакатачака називамоназивамо просторпростор ии означавамоозначавамо гага саса ЕЕ33..



Аксиоме везеАксиоме везе

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 22:: ТриТри илиили вишевише тачакатачака сусу колинеарнеколинеарне акоако постојипостоји праваправа којакоја ихих

садржисадржи (тачке(тачке припадајуприпадају истојистој правој)правој)..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 33:: ЧетириЧетири илиили вишевише тачакатачака сусу компланарнекомпланарне акоако постојипостоји раванраван којакоја ихих

садржисадржи (тачке(тачке припадајуприпадају истојистој равни)равни)..

АксиомеАксиоме везевезе чинечине групугрупу одод 77 аксиомааксиома::

АксиомаАксиома II 11.. СвакаСвака праваправа садржисадржи најмањенајмање дведве различитеразличите тачкетачке..

АксиомаАксиома II 22.. ЗаЗа свакесваке дведве различитеразличите тачкетачке постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна праваправа којакоја ихих

садржисадржи..садржисадржи..

АксиомаАксиома II 33.. СвакаСвака раванраван садржисадржи најмањенајмање тритри неколинеарненеколинеарне тачкетачке..

АксиомаАксиома II 44.. ЗаЗа свакесваке тритри неколинеарненеколинеарне тачкетачке постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна раванраван којакоја

ихих садржисадржи..

АксиомаАксиома II 55.. АкоАко дведве различитеразличите тачкетачке некенеке правеправе припадајуприпадају једнојједној равни,равни, ондаонда свесве

тачкетачке тете правеправе припадајуприпадају тојтој равниравни (тј(тј.. праваправа припадаприпада равни)равни)..

АксиомаАксиома II 66.. АкоАко дведве равниравни имајуимају заједничкузаједничку тачку,тачку, тадатада онеоне имајуимају најмањенајмање јошјош једнуједну

заједничкузаједничку тачкутачку (тј(тј.. имајуимају заједничкузаједничку праву)праву)..

АксиомаАксиома II 77.. постојепостоје четиричетири некомплементарненекомплементарне тачкетачке..

НаведенимНаведеним аксиомамааксиомама сусу потпунопотпуно одређениодређени свисви односиодноси измеђуизмеђу тачака,тачака,

правихправих ии равниравни..



ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 11:: ДвеДве различитеразличите правеправе имајуимају највишенајвише једнуједну заједничкузаједничку тачкутачку..

ДоказДоказ:: ПретпосатвимоПретпосатвимо супротно,супротно, дведве различитеразличите правеправе pp ии qq имајуимају барбар дведве заједничкезаједничке

различитеразличите тачкетачке АА ии ВВ.. НаНа основуоснову аксиомеаксиоме II 22 тачкетачке АА ии ВВ одређујуодређују једнуједну ии самосамо једнуједну правуправу којакоја

ихих садржи,садржи, папа јеје pp == qq,, штошто јеје контрадикцијаконтрадикција саса полазномполазном претпоставкомпретпоставком..

ДЕФИНИЦИЈА 4: ДЕФИНИЦИЈА 4: За две праве За две праве pp ии qq каже се да се секу ако имају само једну заједничку каже се да се секу ако имају само једну заједничку 

тачку тачку А, А, у ознаци у ознаци pp ∩∩ qq = А.= А.

АкоАко нана правојправој qq постојепостоје различитеразличите тачкетачке АА ии ВВ,, ондаонда ћемоћемо правуправу qq честочесто означаватиозначавати ии саса

pp(А,В)(А,В)..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 22:: ДвеДве правеправе којекоје сесе секусеку одређујуодређују једнуједну ии самосамо једнуједну раванраван..

ДоказДоказ:: НекаНека сесе правеправе pp ии qq секусеку уу тачкитачки АА.. ПремаПрема аксиомиаксиоми II 11 нана правојправој pp,, семсем тачкетачке АА,,ДоказДоказ:: НекаНека сесе правеправе pp ии qq секусеку уу тачкитачки АА.. ПремаПрема аксиомиаксиоми II 11 нана правојправој pp,, семсем тачкетачке АА,,

постојипостоји барбар јошјош једнаједна тачка,тачка, нана примерпример тачкатачка ВВ.. АналогноАналогно важиважи ии заза правуправу qq.. ОвеОве тритри тачкетачке сусу

неколинеарне,неколинеарне, тете премапрема аксиомиаксиоми II 44 постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна раванраван αα којакоја ихих садржи,садржи, аа премапрема

аксиомиаксиоми II 55 правеправе pp ии qq припадајуприпадају равниравни αα.. ТоТо значизначи дада овеове дведве правеправе одређујуодређују раванраван αα..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 33:: ПраваПрава ии тачкатачка ванван датедате правеправе одређујуодређују једнуједну ии самосамо једнуједну раванраван..

ДоказДоказ:: НекаНека јеје pp праваправа ии АА тачкатачка којакоја јојјој нене припадаприпада.. ПремаПрема аксиомиаксиоми II 11 нана правојправој pp

постојепостоје дведве различитеразличите тачке,тачке, нпрнпр.. ВВ ии СС.. ТадаТада сусу А,А, ВВ ии СС тритри неколинеарненеколинеарне тачке,тачке, папа премапрема

аксиомиаксиоми II 44 постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна раванраван αα којакоја ихих садржисадржи.. ПремаПрема тометоме ВВ ии СС припадајуприпадају

равниравни αα.. ПремаПрема аксиомиаксиоми II 55 следиследи дада ии праваправа pp припадаприпада равниравни αα.. ЈединственостЈединственост равниравни αα следиследи

нана основуоснову аксиомеаксиоме II 44..



Аксиоме распоредаАксиоме распореда
АксиомамаАксиомама распоредараспореда ближеближе сусу утврђенеутврђене особинеособине релацијерелације “између”“између” заза тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке..

УколикоУколико јеје тачкатачка ВВ измеђуизмеђу тачакатачака АА ии СС тото ћемоћемо означаватиозначавати АА––ВВ––СС .. АксиомеАксиоме распоредараспореда чинечине групугрупу одод 66
аксиомааксиома::

АксиомаАксиома IIII 11.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке заза којекоје јеје АА––ВВ––СС .. ТадаТада сусу свакесваке дведве одод наведенихнаведених
тачакатачака различитеразличите..

АксиомаАксиома IIII 22.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке заза којекоје јеје АА––ВВ–– СС .. ТадаТада јеје СС––ВВ––АА..

АксиомаАксиома IIII 33.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке заза којекоје јеје АА –– ВВ –– СС .. ТадаТада нијеније АА –– СС –– ВВ..

АксиомаАксиома IIII 44.. НекаНека сусу АА ии ВВ дведве различитеразличите тачкетачке правеправе pp.. ТадaТадa постoјипостoји тачкатачка СС∈∈∈∈pp,, такватаква дада јеје АА––ВВ––СС ..

АксиомаАксиома IIII 55.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке.. ТадаТада важиважи барбар једнаједна одод тритри релацијерелације:: АА–– ВВ–– СС,,
АА––СС––ВВ илиили СС––АА––ВВ..

АксиомаАксиома IIII 66.. (Пашова(Пашова аксиома)аксиома) НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри неколинеарненеколинеарне тачкетачке ии pp праваправа којакоја припадаприпада равниравни
одређенојодређеној тачкаматачкама А,А, ВВ ии СС,, такотако дада нене садржисадржи тачкутачку ВВ ии сечесече правуправу pp(А,С)(А,С) уу тачкитачки DD такотако дада јеје АА––DD––СС..
ТадаТада праваправа pp сечесече правуправу pp(В,С)(В,С) уу тачкитачки GG такотако дада јеје ВВ–– GG–– СС илиили сечесече правуправу pp(А,В)(А,В) уу тачкитачки FF такотако дада јеје AA––FF–– BB..ТадаТада праваправа pp сечесече правуправу pp(В,С)(В,С) уу тачкитачки GG такотако дада јеје ВВ–– GG–– СС илиили сечесече правуправу pp(А,В)(А,В) уу тачкитачки FF такотако дада јеје AA––FF–– BB..

Слика 1.Слика 1.



НаНа основуоснову аксиомааксиома IIII 44 ии IIII 66 могућемогуће јеје доказатидоказати следећуследећу теоремутеорему..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 44:: НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри колинеарнеколинеарне тачкетачке.. ТадаТада важиважи једнаједна ии самосамо једнаједна одод тритри релацијерелације:: АА––

ВВ––С,С, АА–– СС–– ВВ илиили СС––АА––ВВ ..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 55:: ЗаЗа дведве различитеразличите тачкетачке АА ии ВВ,, скупскуп наведенихнаведених тачакатачака ии тачакатачака правеправе pp(А,В)(А,В) измеђуизмеђу

АА ии ВВ називамоназивамо дуж,дуж, ии ознациознаци АВАВ.. ТачкеТачке АА ии ВВ називамоназивамо крајеви,крајеви, аа осталеостале тачкетачке унутрашњеунутрашње тачкетачке дужидужи..

НаНа основуоснову аксиомааксиома IIII 55,, IIII 11 ии IIII 33 могућемогуће јеје доказатидоказати следећуследећу теоремутеорему..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 55:: СвакаСвака дуждуж садржисадржи барбар једнуједну унутрашњуунутрашњу тачкутачку..

НаНа основуоснову наведененаведене теореметеореме могућемогуће јеје показатипоказати дада постојипостоји бесконачнобесконачно многомного унутрашњихунутрашњих тачакатачака

свакесваке дужидужи..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 66:: ДужДуж АВАВ кодкод којекоје јеје одређеноодређено дада јеје АА почетнапочетна ии ВВ крајњакрајња тачкатачка називамоназивамо орјентисанаорјентисана

дуж,дуж, ии ознациознаци АВАВ..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 77:: НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри различитеразличите тачкетачке правеправе рр,, такветакве дада јеје АА––ВВ––СС.. ТадаТада кажемокажемо дада сусу

тачкетачке АА ии СС правеправе рр саса разнихразних странастрана уу односуодносу нана тачкутачку ВВ ,, аа дада сусу тачкетачке ВВ ии СС правеправе рр саса истеисте странестране уу

односуодносу нана тачкутачку АА (или(или дада сусу тачкетачке АА ии ВВ правеправе рр саса истеисте странестране уу односуодносу нана тачкутачку СС))..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 88:: НекаНека јеје датадата праваправа рр ии тачкатачка ОО којакоја јојјој припадаприпада.. СкупСкуп тачакатачака правеправе рр одређенодређен

тачкомтачком ОО ии свимсвим тачкаматачкама правеправе рр саса истеисте странестране тачкетачке ОО називамоназивамо полуправаполуправа,, уу ознациознаци ОрОр.. ТачкуТачку ОО

називамоназивамо почеткомпочетком полуправеполуправе..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 99:: НекаНека јеје датадата раванраван αα.. НекаНека праваправа рр ии тачкетачке АА ии ВВ припадајуприпадају равниравни αα.. ТадаТада кажемокажемо дада

сусу тачкетачке АА ии ВВ равниравни αα саса истеисте странестране правеправе рр уколикоуколико дуждуж АВАВ неманема заједничкихзаједничких тачакатачака саса правомправом рр.. АкоАко

постојипостоји једнаједна заједничказаједничка тачкатачка кажемокажемо дада сусу тачкетачке АА ии ВВ равниравни αα саса разнихразних странастрана правеправе рр..



ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1010:: ПолураванПолураван саса граничномграничном правомправом рр равниравни αα јеје скупскуп свихсвих тачакатачака правеправе рр ии свихсвих

тачакатачака равниравни αα којекоје сусу саса истеисте странестране правеправе рр,, уу ознациознаци ррαα..

ТачкаТачка нана правојправој одређујеодређује дведве полуправе,полуправе, праваправа уу равниравни дведве полуравни,полуравни, аа раванраван уу просторупростору двадва

полупростораполупростора..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1111:: УгаонаУгаона линија,линија, уу ознациознаци рОрОqq,, јеје унијаунија дведве полуправеполуправе ОрОр ии ООqq саса заједничкомзаједничком

почетномпочетном тачкомтачком ОО.. ТачкуТачку ОО називамоназивамо теме,теме, аа полуправеполуправе ОрОр ии ООqq крацикраци угаонеугаоне линијелиније..

НаНа основуоснову теореметеореме 22 могућемогуће јеје доказатидоказати следећуследећу теоремутеорему::

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 66:: УгаонаУгаона линијалинија припадаприпада једнојједној ии самосамо једнојједној равниравни..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1212:: УгаонаУгаона линијалинија рОрОqq делидели раванраван којојкојој припадаприпада нана двадва деладела којекоје називамоназивамо угаонеугаоне

областиобласти..областиобласти..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1313:: Угао,Угао, уу ознациознаци ˂˂рОрОqq јеје унијаунија угаонеугаоне линијелиније рОрОqq ии једнеједне њенењене угаонеугаоне областиобласти.. ТачкуТачку ОО

називамоназивамо теме,теме, аа полуправеполуправе ОрОр ии ООqq крацикраци углаугла.. (Угаона(Угаона линијалинија рОрОqq одређујеодређује двадва угла)угла)..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1414:: НекаНека крацикраци ˂˂рОрОqq пропадајупропадају истојистој правојправој.. ТадаТада акоако јеје::

11)) ОрОр≠≠ООqq ондаонда ˂˂рОрОqq називамоназивамо опруженопружен угао,угао,

22)) ОрОр==ООqq

а)а) ии угаонаугаона областобласт јеје празанпразан скуп,скуп, ондаонда ˂˂рОрОqq називамоназивамо нуланула угао,угао,

б)б) ии гаонагаона областобласт јеје скупскуп свихсвих тачакатачака којекоје нене припадајуприпадају тојтој угаонојугаоној линији,линији, ондаонда ˂˂рОрОqq називамоназивамо

пунпун угаоугао..



ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1515:: ЗаЗа ˂˂рОрОqq ии ˂˂qqООrr кажемокажемо дада сусу суседнисуседни.. НаведенеНаведене суседнесуседне угловеуглове називамоназивамо упореднимупоредним

акоако крацикраци ОрОр ии ООrr припадајуприпадају истојистој правојправој ии припри тометоме ОрОр≠≠ООrr (Слика(Слика 22..))

ТачкаТачка нана правојправој одређујеодређује дведве полуправе,полуправе, праваправа уу равниравни дведве полуравни,полуравни, аа раванраван уу просторупростору двадва

полупростораполупростора..

Слика 2.Слика 2.

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1616:: УгаоУгао називамоназивамо::

11)) правправ –– акоако јеје једнакједнак свомсвом упоредномупоредном углу,углу,

22)) оштароштар –– акоако јеје мањимањи одод свогсвог упоредногупоредног угла,угла,

33)) туптуп –– акоако јеје већивећи одод свогсвог упоредногупоредног углаугла..



ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1717:: ЗаЗа n≥n≥33 неканека јеје АА11,, АА22,, ...... ААnn коначанконачан скупскуп истеисте равниравни гдегде никојеникоје тритри тачкетачке нисунису

колинеарнеколинеарне.. УнијуУнију дужидужи АА11,А,А22,, АА22,А,А33,, ...... ААnn--11,А,Аnn називамоназивамо изломљенаизломљена линијалинија.. АкоАко јеје

11)) АА11≠А≠Аnn изломљенаизломљена линијалинија јеје отворена,отворена,

22)) АА11=А=Аnn изломљенаизломљена линијалинија јеје затвореназатворена ии називаназива сесе многоугаонамногоугаона линијалинија илиили многоугаомногоугао.. ТачкеТачке

АА11,, АА22,, ...... ААnn сусу темена,темена, аа дужидужи АА11,А,А22,, АА22,А,А33,, ...... ААnn--11,А,Аnn сусу страницестранице многоугламногоугла (слика(слика 33..)) многоугаомногоугао делидели раванраван

којојкојој припадаприпада нана дведве области,области, унутрашњуунутрашњу ии спољашњуспољашњу..

Слика 3.Слика 3.

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1818:: МногоугаоМногоугао јеје::

11)) простпрост –– акоако никојеникоје дведве страницестранице немајунемају заједничкихзаједничких тачака,тачака, осимосим штошто суседнесуседне дведве страницестранице имајуимају

заједничказаједничка темена,темена,

22)) сложенсложен –– уу супротномсупротном

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 1919:: МногоугаонаМногоугаона површповрш јеје унијаунија свихсвих тачакатачака многоугламногоугла ии његовењегове унутрашњеунутрашње областиобласти..



Аксиоме подударностиАксиоме подударности
ИсторијскиИсторијски гледано,гледано, релацијурелацију “подударно”,“подударно”, којакоја сесе односиодноси нана дведве дужи,дужи, разматралиразматрали сусу редомредом:: Еуклид,Еуклид,

Пеано,Пеано, Хилберт,Хилберт, Паш,Паш, Веронез,Веронез, БорсукаБорсука ии ШмиелевеШмиелеве.. АкоАко сусу дужидужи АВАВ ии ССDD уу релацијирелацији подударно,подударно, тото пишемопишемо

АВАВ ССDD,, кажемокажемо дада сусу онеоне једнакеједнаке.. АксиомеАксиоме подударностиподударности дајудају особинеособине релацијерелације подударноподударно ии онеоне чинечине групугрупу

одод 77 аксиомааксиома::

АксиомаАксиома IIIIII11.. АкоАко јеје АВАВ ССDD ии А=ВА=В тадатада јеје С=С= DD..

АксиомаАксиома IIIIII 22.. АВАВ ВАВА

АксиомаАксиома IIIIII 33.. АкоАко јеје АВАВ ССDD ии АВАВ ЕЕFF,, тадатада јеје ССDD ЕЕFF..

АксиомаАксиома IIIIII 44.. АкоАко тачкатачка СС припадаприпада дужидужи АВАВ ии тачкатачка СС´́ дужидужи АА´́ВВ´́,, припри чемучему јеје АСАС АА´́СС´́ ии ВСВС В´С´В´С´,, ттадaадa

јеје АВАВ АА´́ВВ´́..

АксиомаАксиома IIIIII 55.. НекаНека сусу АА ии ВВ различитеразличите тачкетачке ии СС почетнапочетна тачкатачка полуправеполуправе ССpp.. ТадаТада нана полуправојполуправој ССpp

постојипостоји тачкатачка DD такватаква дада АВАВ ССDD..

АксиомаАксиома IIIIII 66.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри неколинеарненеколинеарне тачкетачке ии неканека сусу АА´́ ии ВВ´́ дведве тачкетачке граничнеграничне правеправе pp

≅

≅

≅

≅ ≅ ≅

≅

≅ ≅

≅

АксиомаАксиома IIIIII 66.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС тритри неколинеарненеколинеарне тачкетачке ии неканека сусу АА´́ ии ВВ´́ дведве тачкетачке граничнеграничне правеправе pp

полуравниполуравни ррαα,, такветакве дада јеје АВАВ АА´́ВВ´́.. ТадаТада уу полуравниполуравни ррαα постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна тачкатачка СС´́ такватаква дада јеје

АСАС АА´́СС´́ ии ВСВС В´С´В´С´..

АксиомаАксиома IIIIII 77.. НекаНека сусу А,А, ВВ ии СС ии АА´,´, ВВ´́ ии С´С´ дведве тројкетројке неколинеарнихнеколинеарних тачакатачака редом,редом, аа DD ии DD´́ тачкетачке

полуправихполуправих ВСВС ии ВВ´С´´С´ такветакве дада јеје:: АВАВ АА´́ВВ´́,, ВСВС ВВ´С´´С´,, САСА С´А´С´А´ ии ВВDD В´В´DD´́.. ТадаТада јеје ААDD АА´́DD´́ ..

ЕлементарноЕлементарно сесе доказуједоказује следећаследећа теорематеорема..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 77.. НаНа скупускупу дужидужи релацијарелација подударностиподударности јеје релацијарелација еквиваленцијееквиваленције..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2020.. ТачкаТачка SS јеје средиштесредиште дужидужи АВАВ акоако јеје SS АВАВ ии ААSS ВВSS..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2121.. ТачкеТачке ВВ ии СС сусу једнакоједнако удаљенеудаљене одод тачкетачке АА акоако јеје АВАВ АСАС..

≅ ≅
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Аксиоме непрекидностиАксиоме непрекидности

НаНа основуоснову претходнопретходно наведенихнаведених аксиомааксиома мими смосмо уу могућностимогућности дада утврдимоутврдимо дада
лили постојипостоји једнакостједнакост дведве дужидужи.. ДаДа биби смосмо моглимогли установитиустановити процеспроцес мерењамерења дужи,дужи,
додо садсад наведененаведене аксиомеаксиоме нисунису довољнедовољне.. МерењеМерење дужидужи заснивазаснива сесе нана асиоми,асиоми,
познатојпознатој каокао АрхимедоваАрхимедова аксиома,аксиома, којакоја омогућаваомогућава дада сесе заза свакусваку дуждуж самосамо нана једанједан
начинначин одредиодреди некинеки позитиванпозитиван бројброј којикоји називамоназивамо дужиномдужином дужидужи..

ПотребноПотребно јеје утврдитиутврдити ии обрнутообрнуто –– постојањепостојање дужидужи чијачија јеје дужинадужина једнакаједнака
унапредунапред датомдатом позитивномпозитивном бројуброју.. Значи,Значи, потребнопотребно јеје увестиувести јошјош једнуједну аксиомуаксиому нана
основуоснову којекоје биби овоово билобило могућемогуће..основуоснову којекоје биби овоово билобило могућемогуће..

АксиомаАксиома IIVV 11.. (Архимедова)(Архимедова) НекаНека сусу АВАВ ии ССDD произвољнепроизвољне дужидужи.. ТадаТада нана
полуправојполуправој АВАВ постојипостоји коначанконачан бројброј тачакатачака АА11,, АА22,, АА33...... ААnn таквихтаквих дада јеје

11)) АА –– АА11 –– АА22,, АА11 –– АА22 –– АА33 ,, ......ААnn--22 –– AAnn--11 –– AAnn,,

22)) ССDD АААА11 АА11АА22 ...... AAnn--11AAnn,,

33)) ВВ AAnn--11AAnn ии ВВ≠≠AAnn--11..

АксиомаАксиома IIVV 22.. (Канторова)(Канторова) НекаНека јеје нана билобило којојкојој правојправој pp датдат бесконачанбесконачан низниз
дужидужи АА11ВВ11,, АА22ВВ22,, ......,, таквихтаквих дада

11)) свакасвака следећаследећа лежилежи унутарунутар претходнепретходне ((ААn+n+11BBn+n+11 ААnnBBnn,, n=n=11,,22,, …… )),,

22)) нене постојипостоји дуждуж којакоја лежилежи унутарунутар свихсвих дужидужи датогдатог низаниза..

ТадаТада нана правојправој рр постојипостоји тачкатачка СС којакоја припадаприпада свимсвим дужимадужима тогатога низаниза..

≅ ≅ ≅ ≅



Аксиома паралелностиАксиома паралелности

ЕуклидскаЕуклидска геометријагеометрија јеје геометријагеометрија уу којојкојој важиважи следећаследећа аксиома,аксиома, познатапозната ии каокао петипети ЕуклидовЕуклидов
постулатпостулат..

ПотребноПотребно јеје утврдитиутврдити ии обрнутообрнуто –– постојањепостојање дужидужи чијачија јеје дужинадужина једнакаједнака унапредунапред датомдатом позитивномпозитивном
бројуброју.. Значи,Значи, потребнопотребно јеје увестиувести јошјош једнуједну аксиомуаксиому нана основуоснову којекоје биби овоово билобило могућемогуће..

АксиомаАксиома VV 11.. УУ равниравни αα одређенојодређеној правомправом рр ии тачкомтачком АА рр постојипостоји једнаједна ии самосамо једнаједна праваправа qq којакоја
садржисадржи тачкутачку АА ии неманема заједничкихзаједничких тачакатачака саса правомправом рр..

НаНа базибази првепрве четиричетири групегрупе аксиомааксиома (апсолутна(апсолутна геометрија)геометрија) ии другачијимдругачијим интерпретацијамаинтерпретацијама наведененаведене
скиомескиоме изграђујуизграђују сесе тзвтзв.. нееуклидскенееуклидске геометријегеометрије..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2222.. ПравеПраве рр ии qq сусу паралелне,паралелне, уу ознациознаци рр IIII qq,, akoako jeje рр == qq илиили рр ии qq припадајуприпадају истојистој равниравниДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2222.. ПравеПраве рр ии qq сусу паралелне,паралелне, уу ознациознаци рр IIII qq,, akoako jeje рр == qq илиили рр ии qq припадајуприпадају истојистој равниравни
ии немајунемају заједничкихзаједничких тачакатачака..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2323.. ДвеДве правеправе сесе мимоилаземимоилазе акоако нене припадајуприпадају истојистој равниравни..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 88.. ДвеДве различитеразличите паралелнепаралелне правеправе одређујуодређују једнуједну ии самосамо једнуједну раванраван..

НаНа основуоснову аксиомеаксиоме паралелностипаралелности могућемогуће јеје доказатидоказати следећуследећу теоремутеорему..

ТЕОРЕМАТЕОРЕМА 99.. НаНа скупускупу правих,правих, релацијарелација паралелностипаралелности јеје релацијарелација еквиваленцијееквиваленције..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2424.. ПраваПрава рр јеје паралелнапаралелна равниравни αα,, уу ознациознаци рр IIII αα,, акоако јојјој припадаприпада илиили акоако саса њомњом неманема
заједничкихзаједничких тачакатачака..

ДЕФИНИЦИЈАДЕФИНИЦИЈА 2525.. ДвеДве равниравни αα ии ββ сусу паралелне,паралелне, уу ознациознаци αα IIII ββ,, акоако сусу једнакеједнаке илиили акоако саса њомњом неманема
заједничкихзаједничких тачакатачака..



 

           ГЕОМЕТРИЈСКЕ  ФИГУРЕ 

 

ДЕФИНИЦИЈА 26:  Нека се праве  ( ) qABp =   и  p   секу у тачки  S која је 

средиште дужи  АB.  Ако је при томе pSq∠   прав  угао  кажемо да је права  

p   симетрала дужи  АB. 

- За наведене праве  p  и   q    кажемо да су нормалне и то означавамо   

.pq ⊥  

ДЕФИНИЦИЈА 27: Нека је ρ    бијективно пресликавање  скупа тачака  X   на 

скуп тачака  'X . Ако је 

                            ( ) ( ) ( )( ),, BAABXBА ρρ≅∈∀          

Тада кажемо да је ρ   изометријска трансформација. 

ДЕФИНИЦИЈА  28:  За  геометријске фигуре 
1

F     и  
2

F   кажемо да су 

подударне  ако постоји  изометријска  трансформација  ρ   таква да је 

( ) .
21

FF =ρ  

 



                               ТРОУГАО, ЧЕТВОРОУГАО  И  КРУГ 

 

ДЕФИНИЦИЈА 29:  Троугао  је  многоугао  са три  странице. 

 

На  основу  величине  страница  троуглове  делимо  на: 

1. Једнакостраничне  (једнаке  све  три  стране) 1. Једнакостраничне  (једнаке  све  три  стране) 

2. Једнакокраке  (једнаке  две  странице) 

3. Разностраничне  (све три странице  различите) 

 

На  основу  величине углова  троуглове делимо на: 

1. Правоугле  (један угао прав) 

2. Оштроугле  (сви  углови оштри) 

3. Тупоугле (један угао  туп) 



             Ставови   о  подударности  троуглова 

 

 

Став  1:  Два троугла су подударна  ако су две  странице  и њима 

захваћен угао једног троугла  подударни  одговарајућим двема  

страницама  и одговарајућем углу  другог  троугла. 

 

Став 2: Два  троугла  су  подударна  ако су једна  страница  и на њој 

налегла  два угла једног троугла  подударни  одговарајућој страници  налегла  два угла једног троугла  подударни  одговарајућој страници  

и  одговарајућим  угловима  другог  троугла. 

 

Став 3:  Два  троугла  су  подударна  ако су све три странице једног 

троугла  подударне  одговарајућим страницама другог троугла. 

 

 Став  4:  Два троугла су подударна  ако су две странице и угао  

наспрам веће од њих једног троугла  подударне  одговарајућим 

страницама и одговарајућем  углу  другог  троугла. 



                                             Важне  теореме 

 

Теорема  10:  У  троуглу  наспрам  веће  странице  лежи  већи  угао.    Важи 

и обрнуто тврђење. 

 

Теорема  11:  Углови на основици  једнакокраког троугла  су  једнаки. 

  

Теорема  12:  Збир  три  унутрашња угла  троугла  једнак је збиру два  

права  угла. 

 

Теорема 13:  Збир ма које  две  странице  троугла  већи је од  треће  

странице. Разлика ма које две  странице  троугла  мања је од треће 

странице. 



                                                        ЧЕТВОРОУГАО 

 

Дефиниција 30:  Четвороугао  је  многоугао  са  четири  странице. 

- Према броју паралелних страница четвороуглове делимо на: 

1. Паралелограм (два  пара  паралелних  страница) 

2. Трапез (један  пар паралелних  страница) 

3. Трапезоид  (без  паралелних  страница) 

Теорема  14:   За  сваки  паралелограм  важи: 

1. Наспрамне  странице (углови ) су  једнаке 

2. Збир  суседних  углова  једнак је збиру два права угла 

3. Дијагонале се полове 3. Дијагонале се полове 

Дефиниција  31:  Правоугаоник је паралелограм   чији су сви углови једнаки 

(прави  углови) 

Дефиниција  32:  Квадрат је  правоугаоник  чије су све странице једнаке. 

Теорема  15:  Паралелограм је квадрат  ако и само ако су му дијагонале 

једнаке. 

Теорема 16:  Правоугаоник је квадрат  ако и само ако важи: 

1. Дијагонале се секу под правим углом (нормалне су) 

2. Дијагонала дели угао на два једнака угла (дијагонала је симетрала 

угла) 



                                            КРУГ 

 

ДЕФИНИЦИЈА  33: Нека су дате  тачка  О  и  дуж   r  равни  α  . Скуп  свих 

тачака А  равни α   таквих да је  ОА=r  назива  се  кружница, док се скуп 

тачака А равни  α   таквих да је rOA ≤  назива круг.  Наведени  круг  

означавамо са  ( )rOk ,  . Тачку О  називамо центар, а дуж   r  полупречник 

круга. 

  

 

   



                 Геометријске  фигуре  у  простору 

 

- Унија  две  полуравни βα ,  (стране  диедра) са заједничком граничном 

правом  p  (ивица диедра)  назива се  диедарска површ, у ознаци  βαp . 

Диедарска површ дели простор  на два  дисјунктна дела  које 

називамо  диедарске области.  

 

Дефиниција 34:  Диедар, у ознаци βαp∠  је унија  диедарске површи  Дефиниција 34:  Диедар, у ознаци βαp∠  је унија  диедарске површи  

βαp  и  једне од области одређене  том  површи. 

 

Дефиниција  35: Нека је  nAAA ,...,,
21    многоугао  и S тачка која не 

припада равни у којој лежи многоугао. Рогаљ је скуп свих полуправих 

са заједничком почетном тачком S  које садрже по једну тачку датог 

многоугла. 

1. Тачка S је врх рогља 

2. Полуправе  nSASASA ,...,,
21 су ивице  рогља 

3. Углови   13221
,...,, SAASAASAA n∠∠∠ су стране  или ивични углови 

рогља 



Дефиниција  36: Полиедар  је  унија  многоугаоних површи које потпуно 

ограничавају  део простора, са тим делом простора. 

 

Дефиниција 37: Правилан полиедар је полиедар чије су странице правилне и 

подударне многоугаоне површи. 

 

Дефиниција 38:  Призма је полиедар са две додударне многоугаоне површи 

које припадају различитим паралелним равнима (основе призме). које припадају различитим паралелним равнима (основе призме). 

Преостале странице се називају бочне странице. 

 

Дефиниција 39: Призма је права ако су бочне ивице нормалне на основу (у 

супротном је коса). Правилна призма је права призма чија је основа 

правилан многоугао. Дијагонални пресек призме је пресек призме са равни 

која садржи две несуседне бочне ивице призме. 



Дефиниција 40: Паралелопипед је призма чија је основа паралелограм. 

Дефиниција 41: Квадар је прави паралелопипед чија је основа правоугаоник. 

Дефиниција 42: Коцка је квадар чије су све стране квадрати. 

 Дефиниција 43: Пирамида је полиедар чија је једна страна  (основа) 

многоугаона површ, а остале бочне стране су троугаоне површи које 

образују рогаљ. 

Дефиниција 44: Ваљкаста површ је фигура која се добија обртањем 

правоугаоника око осе која садржи једну његову страницу. Ваљак је фигура 

која се добија обртањем одговарајуће правоугаоне површи око наведене 

осе. 

   ДЕФИНИЦИЈА 45:  Права  кружна конусна површ је фигура која се добија 

обртањем правоуглог троугла око осе која садржи једну његову катету. 

Права купа је фигура која се добија обртањем одговарајуће троугаоне 

површи око наведене осе. 

ДЕФИНИЦИЈА  46: Нека су дате тачка О и дуж r простора .
3

E  Скуп свих 

тачака А датог простора  таквих да је ОА=r назива се сфера, док се скуп 

тачака А датог простора таквих да је rOA ≤
 
назива лопта. Наведену 

лопту означавамо са  ( )., rOl  Тачку О називамо центар, а дуж r полупречник 

лопте. 

- Лопту је могуће дефинисати и као обртно тело. Сфера је фигура која 

се добија обртањем кружнице око осе која садржи њен пречник, док 

је лопта фигура која се добија обртањем круга око наведене осе. 

                                                         

 

           



 

 Призме (тространа, четворострана, петострана, шестострана) 

                                                                                                    

            Паралелопипед                                            Квадар 

 

 

                                            

             Коцка                                                             Пирамида 



 Ваљак          Купа            Лопта  


