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Glava 1

Realni nizovi

1.1 Pregled definicija i teorema

DEFINICIJA 1.1. Ako je f funkcija koja preslikava skup prirodnih bro-

jeva N u skup realnih brojeva R (u oznaci f : N → R), onda se funkcija f
naziva realnim nizom.

Realni brojevi

a1 = f(1), a2 = f(2), . . . , an = f(n), . . .

nazivaju se ~lanovima niza. Npr. m-ti ~lan niza am je tada vrednost
funkcije f(m). Tako npr. niz ~iji je op{ti ~lan dat formulom an =

1
2n

ima peti ~lan a5 =
1
10

, dvadeseti ~lan a20 =
1
40

, itd.

DEFINICIJA 1.2. Realni niz f(nk) = ank
, gde je k ∈ N i

n1 < n2 < n3 < · · · < nk < . . .

nazivamo podniz niza f(n) = an.

Tako na primer niz ank
=

1
2k

, n1 = 2, n2 = 4, . . . , nk = 2k, . . . , je podniz
niza an =

1
n
.
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PRIMER 1.1. Niz (an) kod koga je razlika ma koja dva uzastopna ~lana

uvek ista, tj. za koji postoji broj d takav da

(1.1) (∀n ∈ N) an+1 − an = d,

naziva se aritmeti~ki niz. Iz (1.1) imamo an+1 − an = an+2 − an+1, a

odavde

an+1 =
an + an+2

2
.

Dakle svaki ~lan aritmeti~kog niza (osim prvog) je aritmeti~ka sredina

wemu susednih ~lanova. Tako na primer niz

3, 5, 7, 9, . . . , 2n + 1, . . .

je aritmeti~ki niz.

PRIMER 1.2. Niz (an) kod koga je koli~nik svaka dva uzastopna ~lana uvek
isti, tj. za koji postoji broj q takav da

(1.2) (∀n ∈ N)
an+1

an
= q,

naziva se geometrijski niz. Iz (1.2) sledi da je
an+1

an
=

an+2

an+1
, a odavde

a2
n+1 = anan+2,

odnosno svaki ~lan geometrijskog niza (osim prvog) je geometrijska sre-

dina wemu susednih ~lanova. Geometrijski nizovi su na primer:

1, 3, 9, 27, . . . , 3n−1, . . .

PRIMER 1.3. Niz ~iji je op{ti ~lan an =
1
n

je tzv. harmonijski niz.

Svaki ~lan harmonijskog niza je harmonijska sredinawemu susednih ~lano-

va, tj.

(∀n ∈ N)
1

an+1
=

1
2

(
1
an

+
1

an+2

)
.
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Ograni~eni i monotoni nizovi

DEFINICIJA 1.3. Niz (an) je ograni~en odozgo ako

(1.3) (∃r ∈ R)(∀n ∈ N) an ≤ r,

a ograni~en odozdo ako

(1.4) (∃m ∈ R)(∀n ∈ N) m ≤ an.

Ako je niz ograni~en odozgo i odozdo onda ka`emo da je ograni~en.

Mo`e se dokazati da je niz (an) ograni~en ako i samo ako
(∃k ∈ R+)(∀n ∈ N) |an| ≤ k

(gde R+ ozna~ava skup pozitivnih realnih brojeva).
Tako na primer, niz (n2) je ograni~en odozdo, jer je ispuwen uslov

(1.4) zato {to je svaki ~lan ovog niza ve}i od nule. Isti niz, nije
ograni~en odozgo (odakle sledi da nije ograni~en), zato {to za svako
r ∈ R va`i n2 > r, i to: za svako n ∈ N u slu~aju r ≤ 0, odnosno za
n >

√
r u slu~aju r > 0.

Niz (1/n) je ograni~en odozgo, jer je svaki ~lan ovog niza mawi
ili jednak jedinici. Prime}ujemo da je isti niz ograni~en i odozdo,
zato {to na primer va`i: (∀n ∈ N) 0 <

1
n
. Na taj na~in ta~an je

ja~i zakqu~ak: niz (1/n) je ograni~en. Niz ~iji je op{ti ~lan an =
(−1)n n

n + 1
je ograni~en jer je

(∀n ∈ N)
∣∣∣∣(−1)n n

n + 1

∣∣∣∣ < 1.

DEFINICIJA 1.4. Ako za niz (an) za svaki n ∈ N va`i

1) an ≤ an+1, onda niz nazivamo rastu}i,

2) an ≥ an+1, onda niz nazivamo opadaju}i.

Ako se znaci ≤ i ≥, respektivno zamene znacima < i >, onda niz
nazivamo strogo rastu}i, odnosno strogo opadaju}i. Za nizove opisane
ovom definicijom ka`emo da su monotoni.
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PRIMER 1.4. Ispitatimonotonostniza ~iji je op{ti ~lan an =
n

n + 1
.

Re{ewe. Ovaj niz je strogo rastu}i, jer za svako n ∈ N je

an − an+1 =
n

n + 1
− n + 1

n + 2
= − 1

(n + 1)(n + 2)
< 0,

pa je an < an+1.

PRIMER 1.5. Ispitatimonotonostniza ~iji je op{ti~lan bn =
1

2n− 1
.

Re{ewe.Ovaj niz je strogo opadaju}i, jer za svako n ∈ N je bn > 0 i va`i
bn

bn+1
=

2n + 1
2n− 1

,

tj. bn > bn+1.
Prime}ujemo da se ispitivawe monotonosti niza (an) sa ~lanovima

stalnog znaka (tj. kod kojeg va`i: (∀n ∈ N) an > 0 ili (∀n ∈ N) an < 0),
mo`e izvesti izra~unavawem koli~nika an

an+1
.

Tako ako va`i (∀n ∈ N) an > 0(an < 0) i (∀n ∈ N)
an

an+1
≥ 1,

onda je (∀n ∈ N) an ≥ an+1(an ≤ an+1), {to zna~i da je tada niz
(an) opadaju}i (rastu}i). Ako je pak (∀n ∈ N) 0 <

an

an+1
≤ 1, onda je

(∀n ∈ N) an ≤ an+1(an ≥ an+1), pa je tada niz (an) rastu}i (opadaju}i).
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